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préface/ 



■jbt Ouvrage est primi paiement destiné aux 
jeunes gens qui étudient pour entrer à l’Ecole 
Polytechnique. Il est le résultat des leçons que 
j’ai données i l’École centrale oe l’Oise. Je nie 
suis proposé d’y présenter les Élémens de la 
Géométrie analytique. 

l'entends, par celle dénomination, la manière 
d'appl/quer l’algèbre à la géométrie, non pas à 
l’aide de constructions particulières , qu’il faut 
va’ier pour tous les cas, mais en employant les 
méthodes générales que MM- Lagrange et Monge 
ont les premiers fait connaître dans leurs ou- 
vrages ; méthodes enseignées depuis par M. Monge 
à l’Ecole Polytechnique , et si heureusement in- 
troduites par M. Lacroix dans ses traités élémen- 
taires ; ce qui est un des plus importans services 
que l’on ait jamais rendus a'Eens’eignemetit. Ins- 
truit par les écrits et par lefe leçons de ces profes- 
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vj PREFACE, 

seurs célèbres, et pénétré des avantages que les 
élèves peuvent en recueillir , j ai cherche a les 
répandre , en présentant les Elémens de la Géo- 
métrie analytique dans un ordre facile a suivre, 
et sous la forme la plus abrégée et la plus simple 
qu’ils puissent avoir. Je ne me flatte pas d avoir 
atteint ce but ; mais je m’estimerai heureux, si 
ce petit Ouvrage , après avoir été utile aux élèves, 
donne naissance à quelqu’ autre plus parfait, au- 
quel je serai le premier a applaudir. 

J’expose d’abord les préliminaires relatifs aux 
points , à la ligne droite et au plan. Cei prélimi- 
naires sont, dans la Géométrie analytique, aussi 
indispensables que la règle et le compas dans le 
tracé de la Géométrie pratique. 

Je fais ensuite l’application de ces principes k 
la discussion des courbes et des surfaces du se- 
cond ordre, 

* 

- Partout j’ai adopté la division décimale du 
quart de cercle. * 

„ 4 . , % i 

J’ai tâché de n’employer que des méthodes géné- 
rales , et qui pussent également servir dans la suite 
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pour* discuter les propriétés des courbes et des 
surfaces quelconques. J’ai coupé pav des divisions 
nombreuses les différais chapitres, afin que les 
élèves pussent retrouver avtïc facilité les méthodes 
ou les propositions particulières dont ils auraient 
besoin. En cela, j’ai cherche a suivre 1 exemple 
d’Euler, qui est , dans tous ses ouvrages , un mo- 
dèle de clarté. 

Pour qu’un livre élémentaire du genre de ce- 
lui-ci atteignît parfaitement le but auquel il est 
destiné, il faudrait que les propositions s y trou- 
vassent disposées dans 1 ordre le plus naturel, et 
que les démonstrations y fussent présentées avec 
toute la clarté , l'élégance et la simplicité dont 
elles sont susceptibles; mais ce degré de perfec- 
tion , dont on doit s’effoPcer d’approcher , est 
beaucoup plus difficile à atteindre qu’on ne le 
croit comfnunémeut , et les améliorations suc- 
cessives qu’ont apportées a leurs ouvràges les 
hommes distingués qui ont écrit dans ces der- 
niers temps sur les Elémens des Mathématiques , 
offrent uée preuve sensible de celte vérité. Aussi 
j’ai toujours été persuadé qu’un livre élémentaire 

ne peut être jugé que par l’expérience; qu il faut r 

\ 
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« 

pour ainsi dire, l’essayer sur l’esprit des élèves, 
et vérifier , par Celle épreuve , la bouté des mé- 
thodes que l’on a choisies. Le seul moyen de per- 
fectionner un ouvrage de ce genre est donc de 
recueillir, et même de rechercher avec le plus 
grand soin les remarques de ceux qui l’ont ensei- 
gné. C’est ce que j’ai fait pour celui-ci , et j’ai 
beaucoup u obligation aux professeurs qui m’ont 
donné cette marque d’estime : sous ce rapport , je 
dois des remercimens particuliers à M. Servois , 
professeur aux Ecoles d’Arlillerie; à M. Garnier, 
auteur de plusieurs ouvrages élémentaires de ma- 
thématiques ; à M. Boudrot, professeur^ l’Ecole 
spéciale militaire; à JIM. les professeurs Rimbert 
et Binet aîné, ainsi qu’à MM. Dinetet Francœur, 
mes anciens compagnons à l’Ecole Polytechnique, 
maintenant professeurs aux Lycées et à la Faculté 
des Sc iences de Paris. J’ai aussi reçu d’excellentes 

a 

remarques de la part de M. Ser , professeur de 
mathématiques à Sorèze. J’en ai reçu également 
de M. Pfaff, professeur à Dorpath; et j’ai tâché 
de profiter de tout ce que l’expérience indiquait 
à des personnes si éclairées. Mais je dois sur-tout 
insister sur ce qui regarde M.Dinet. Cet excellent 
professeur , plein d’activité et de zèle , avait sim- 
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plifié pour ses nombreux élèves une partie de 
mes démonstrations ; il a bien voulu me com- 
muniquer scs remarques avec toute la franchise 
de l’amitié , et j’en ai profité souvent. J’ai cher- 
ché, d’aprcs ses avis, à éclaircir les points qui 
avaient paru embarrasser les élèves, à généraliser 
les démonstrations , à les abréger, quelquefois 
même à les rendre plus exactes ; en un mot, dès 
la seconde édition, j’avais refondu entièrement 
tout ce petit Ouvrage ; je l’ai encore retouché dans 
celle-ci; et, tel qu’il est, je ne le crois pas in- 
digne d’être offert à l’enseignement. J’ai fait la 
même chose, avec les mêmes secours, pour la 
seconde édition de mon Traité élémentaire d’as- 
tronomie physique. L’accueil favorable que le 
public a bien voulu lui faire , ne m’a -rendu 
que plus ardent à le corriger; et j’ai regardé la 
critique éclairée et bienveillante des professeurs 
qui en ont fait le texte de leurs cours , comme 
la marque d’estime la plus précieuse et la plus 
utile qu’ils pussent m’accorder; j’ose espérer qu’ils 
voudront bien m’aider encore à le perfectionner, 
et que leurs remarques bienveillantes me donnen 
ront le moyen de mettre la dernière main à cet 
ouvrage , dans lequel j’ai tâché d’embrasser et 
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d'exposer tontes les opérations de l'Astronomie 
observatrice , dans un ordre naturel et métho- 
dique ; ce qui , je crois , n’avait pas encore été 
fait auparavant. 
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PRÉLIMINAIRES. 

». Lorsqu’on a quelque usage de l’algèbre , on s’aperçoit 
que la solution d’un problème y est toujours composée de 
deux parties. La première consiste à énoncer en algèbre 
l’état de la question proposée ; cela s’appelle mettre le pro- 
blème en équation : la seconde a pour objet la résolution 
des équations du problème et la détermination des inconnues ; 
celle-ci est purement de calcul. 

On peut donc appliquer l’analyse à la résolution d’une 
question , quelle que soit d’ailleurs sa nature, dès qu’on sait 
l’écrire en langue algébrique. 

Montrer comment on peut écrire en analyse les questions 
de géométrie , et , réciproquement , comment on peut traduira 
en géométrie les résultats de l’analyse , tel est le but de l'ap- 
plication de l'algèbre à la géométrie. 

2. Pour donner un exemple bien simple de cet enchaîne- 
ment , proposons-nous de diviser une ligne donnée en deux 
parties telles , que la première soit moyenne proportionnelle 
entre la ligne entière et l’autre partie. 
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a PRÉLIMINAIRES. 

Représentons par a la longueur de la ligne donnée , c’est-à- 
dire le nombrequi exprime combien de fois elle contient l’unité 
de longueur : soit de même x le premier segment inconnu ; le 
second sera a — x ; et , d’après les conditions du problème , on 
aura 

a x 

x a — x 

Cette équation , qui ne contient que la seule inconnue x , 
servira à déterminer le segment cherche. En effet, on en tire 



x* ax = a’ ; 

ce qui donne pour x deux valeurs 




qui satisfont également aux conditions de la question proposée , 
puisqu’elles vérifient l’équation qui les exprime. 

Pour savoir ce qu’elles signifient, considérons d’abord la 



première ( fig. 



*)• iA’+t - 



représente l’hypothénuse 



AC d’un triangle rectangle A CB , dont un des côtés AB 
est égal à la ligne donnée a , et dont l’autre BC égale la 
moitié de cette ligne ; et puisque , pour avoir x , il faut 



retrancher g — de cette hypothénuse , si du point C comme 

3 

centre , avec CB pour rayon , on décrit une circonférence 
de cerele, elle coupera AC en un point D tçl que A D sera 
la longueur du segment cherché. En le reportant ensuite sur 



/ 
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PRÉLIMINAIRES. S 

_ / \ 
AB par un arc de cercle , on aura le point E, où il faut diviser 

cette ligne. Cette construction est précisément celle que l’on 
donne dans les Elémens de Géométrie , pour couper une ligne 
en moyenne et extrême raison. 

La seconde valeur de x est entièrement négative et égale 
à — AD'. 

3. Le problème précédent a été très-facile à traduire en 
algèbre , parce qu’il n’exige pas que l’on ait sous les yeux une 
figure de géométrie , et qu’il se réduit immédiatement à une 
question de nombres. Or , tous les problèmes de géométrie 
peuvent être réduits de cette manière , mais non pas tous avec 
une égale simplicité. 

La méthode qu’il faut employer pour y parvenir est géné- 
rale. C’est exactement celle que l’on suit en algèbre pour mettre 
les problèmes en équation. 

» 

On commence par reconnaître toutes les lignes connues ou 
inconnues qui doivent entrer dans la solution du problème , 
et on choisit des lettres pour les représenter. Si l’on a réelle- 
ment considéré toutes ces quantités , il doit exister entre elles 
certaines relations , certains rapports , qui permettent de les 
dédùire les unes des autres. On cherche d’après les règles do 
la géométrie , quelle marche il faudrait suivre , quelles opé- 
rations il faudrait faire pour établir ainsi leur dépendance 
mutuelle : à mesure que l’on découvre ces opérations , on les 
écrit algébriquement. Le résultat vous conduit toujours à 
trouver l’expression algébrique d’une des quantités connues 
ou inconnues , parle moyen des autres ; alors vous égalez cette 
quantité k la lettre qui la représente , précisément comme si 
vous aviez voulu la vérifier : vous obtenez ainsi une équation 
entre les quantités corinues et inconnues du problème ; et lorsque 
vous avez formé de cette manière autant d’équations que 
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4 PRÉLIMINAIRES. 

d’inconnues , le reste s’achève par les règles ordinaires dé 
l’algèbre. 

4. La véritable difficulté de ces sortes de problèmes n’est 
pas proprement de trouver les relations qui existent entre les 
lignes , car ces relations sont naturellement indiquées par l’é- 
noncé de la question ; nous verrons même que l’on peut tou- 
jours , sans aucun arliiice particulier , obtenir l’expression de 
ces rapports , et mettre les problèmes en équation , en 
désignant d’une manière analytique la marche et la com- 
binaison de toutes les lignes qui donnent par leurs inter- 
sections les quantités cherchées : mais , ce qui exige une . 
adresse particulière , ce qui fait proprement l’art de l’ana- 
lyste, c’est de découvrir la route la plus expéditive pour _ 
passer des connues aux inconnues , et de saisir , parmi tous 
les rapports qui les unissent, ceux qui sont plus propres à 

à être exprimés par le calcul. J’aurai , dans le cours de cet 
Ouvrage , de fréquentes occasions d’appliquer ces remarques 
et d’en faire sentir la vérité par des exemples : pour le mo- 
ment, je ne me propose quo d’en faire concevoir les prin- 
cipes généraux. 

Lorsque les équations d’un problème de géométrie ont été 
résolues par le moyen de l’algèbre , on a l’expression ana- 
lytique des lignes cherchées , au moyen des lignes et des 
quantités données : il ne reste plus qu’à effectuer numéri- 
quement les opérations indiquées dans ce résultat. 

5 . Pour cela , on doit remarquer que les lignes ne peuvent 
être comparées numériquement les unes aux autres qu’autant 
qu’on les rapporte ou qu’on les conçoit rapportées à une 
même ligne qui est censée leur servir de mesure , et que 
l’on prend pour unité de longueur. Au moyen de cette con- 
vention , chaque ligne sc trouve représentée par un nombre , 
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et l’on peut faire sur elles toutes les opérations de l’arithméi. 
tique. Ainsi on peut les concevoir ajoutées ou retranchées 
les unes des autres , multipliées entre elles ou divisées ; et 
c’est seulement sous ce rapport que l’on peut attribuer un 
sens à ces opérations.. 

Alors il devient facile de calculer les valeurs des lignes- 
dont on a trouvé l’expression analytique. Si , par exemple , 
les lignes connues sont désignées par «, b, c, l’inconnue par x, 

„ , ab 

et que Ion ait x — y 

e 

cela signifie que le nombre qui représente la ligne x, ou le 
rapport de cette ligne à l’unité , est une quatrième propor- 
tionnelle aux nombres ou aux rapports qui représentent les 
lignes a b Ci 

Et , si l’on avait trouvé 

x ~ \/ a’ -j -b' 1 , 

on prendrait la somme des carrés des nombres qui repré- 
sentent les lignes a et b, ou leurs rapports avec l’unité , on, 
extrairait la racine carrée de cette somme , et l’on aurait le 
nombre qui représente la ligne x , ou le rapport de cette 
ligne à l’unité. 

6. Il serait très-possible que la solution d’un problème de 
géométrie donnât , pour la ligne inconnue x , une expression 
de cette forme 

x = a- b. 

Ce résultat n’offrirait aucun sens raisonnable , si l’on von- 
lait regarder les lettres a b x comme représentant des ligne» 
réelles, et non pas des nombres; car il semblerait signifier 
que la ligne x est égale à la surface du rectangle construit sur 
les deux lignes a et b ; mais cette difficulté disparaît aussitôt 
qu’on revient aux notions exactes et qu'on regarde ces lettres 
qomme désignant des rapports.Ce résultat signifie que le nombrn 
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6 PRÉLIMINAIRES. 

ou le rapport qui représente la ligne x , est égal au produit des 
nombres ou des rapports qui représentent les lignes a et b. 
Il en sera de même dans tous les autres cas où la valeur de 
l’inconnue se trouverait exprimée d’une manière quelconque 
en fonction des quantités connues du problème. En considérant 
les lettres comme représentant des nombres, l’interprétation 
des résultats n'offrira aucune espèce d’obscurité. 

7. Les opérations arithmétiques que l'on lait sur les lignes, 
comme on vient de le voir , en les représentant par des 
nombres , peuvent s’effectuer également par la géométrie. Je 
ne parle pas seulement d'ajouter les lignes ou de les soustraire , 
ce qui exige simplement qu’on les place à la suite l’une de 
l’autre, ou qu’on les superpose ; mais la multiplication , la 
division et l’extraction des racines carrées , peuvent se faire 
aussi géométriquement , par le moyen de la ligne droite et 
du cercle. 

8. Par exemple, si AB (fig. 2 ) représente l’unité de lon- 
gueur , et qu’il faille multiplier AD par A C, on mènera deux 
lignes sous un angle quelconque ; on portera AB et AD sur 
la première., AC sur la seconde; puis, joignant les points 
B et C par une ligne droite , et menant DE parallèle à BC , 
AE sera la ligne demandée. En effet, les triangles semblables 
ABC, ADE y donnent 

AE _ AC 
AD ~ AB 

• AiC 

ou AE — AD.——. 

jirS 

Réciproquement , s’il fallait diviser AE par AD , on join- 
drait les points E et D par une ligne droite DE ; puis , 
menant BC parallèle à DE , AC serait le quotient de la 
division. 
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g. S’il s’agissait d’extraire la racine carrée d’une ligne don- 
née, dont l’expression numérique serait a , et que nous suppo- 
serons représentée par A D ( fig. 3 ) , on ajouterait à cette ligne 
l’unité de longueur DB ; puis , divisant AB en deux parties 
égales au point C, de ce point comme centre, avec CA ou CB 
pour rayon , on décrirait une circonférence de cercle : alors la 
. perpendiculaire DE , menée du point Z) à la droite AB , et 
terminée à la circonférence, serait la racine carrée demandée. 
En effet , d’après les propriétés connues du cercle , la longueur 
de cette perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre 
celles des deux segmens. 

H est visible que la même construction servirait pour trouver 
géométriquement une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes quelconques données. 

10. En combinant les deux procédés que nous venons d’ex- 
poser avec les propriétés du triangle rectangle , on construirait 
géométriquement les racines d’une équation quelconque du 
second degré. 

En effet, si cette équation était de la forme 

\ 

, ** — aai=j’, 

en la résolvant par rapport à x , on trouverait 
ï=o±(/ 0*4-6*. 

La première valeur se construira comme celle de l’aiticle 2. 
On prendra (fig. 4) une ligne AB égale à 6 ; puis on élevera 
sur cette ligne la perpendiculaire CB—a\ et, du point C 
comme centre, avec CB pour rayon , décrivant une circonfé- 
rence de cercle , A E sera une des racines de l’équation pro- 
posée j car on aura 

AEz= CE 4 * CA -4- 1/ a* -f- 6*. 
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Quant à l’antre racine , on voit qu’elle est négative , puisque 

|/ a’-J-ô 1 est plus grand que a ; mais, abstraction faite de son 
signe , il est visible que AD ou A C — CD représente la 

quantité (/a’+é 3 — a. Ainsi cette quantité AD , prise avec 
le signe négatif, exprime la seconde racine. 

Si , au lieu de. l’équation précédente, on avait 

æ’ — 2ax~ — b 1 , 

on en tirerait par la résolution , 

x~ ar*Z\/ a 1 — é>\ •> 

Alors la eonstruçlion serait un peu différente. On prendrai! 
Une ligne AB égale à b (fig. 5) ; sur cette ligne on éleverait 
la perpendiculaire CB égale à a; puis,, du point C, comme 1 
centre , avec CB pour rayon, on décrirait une circonférence de 
cercle : alors, menant du point A, sur la ligne AB, uneperpen- 
diculaire AE , cette perpendiculaire couperait la circonférence 
en deux points D,E , et AD , AE seraient les deux racines 
de l’équation : la première représenterait d — I /a* — b’; 
la seconde a-\-\/a x ~ é* 

Si le cercle ne coupait point la droite en deux points , mais 
la touchait en un seul , ce qui arriverait si a était égal à b , les 
deux racines de l’équation deviendraient égales , et il n’y aurait 
qu’une solution x~a. 

Si le cercle ne coupait pas la droite AE , ce qui arriverait si 
b était plus grand que a , les deux racines de l’équation seraient 
imaginaires , et le problème serait impossible (1). 



(i) Les exemples |que je viens de citer sont tirés de la Géométrie 
de Descartes. 

t 
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Au reste, ces mêmes racines pourraient encore s’extraire 
géométriquement d’une infinité de manières differentes ; mais 
j’ai rapporté seulement celles qui précèdent, parce qu’elles 
sont les plus simples, et qu’elles suffisent dans tous les cas. 

1 1 . Il arrive quelquefois qu’en résolvant algébriquement des 
problèmes de géométrie , on est conduit , par le calcul , à des 
résultats tels que celui de l’article 6 , dans lesquels tous les 
termes n’ont pas, en apparence, les dimensions convenables 
pour représenter des lignes. Ces résultats, dont la construc- 
tion pourrait embarrasser les commençons , s’interprètent 
sans aucune difficulté, dès qu’on se rappelle qu’on ne peut 
faire entrer des lignes dafis le calcul qu’en les supposant repré- 
sentées par des nombres. Par exemple , si a, b, c, représentent 
des longueurs données , et a: la longueur inconnue que l’on 
cherche , il est possible que l’équation en x donne 

ar=ra* + |/ a 3 — ab-f-c*. 

Une pareille expression n’aurait aucun sens raisonnable, si 
l'on voulait entendre que a, b , c et x , représentent réellement 
des lignes ; mais elle s’interprète sans difficulté dès que l’on 
regarde ces quantités comme des nombres. 

Veut-on construire une expression de ce genre par la géomé- 
trie , rien n’est plus simple : il faut représenter aussi l’unité 
linéaire par une lettre , par I, par exemple ; puis , au lieu 
des nombres a , b, c , x , on aura les rapports équivalens 
yé R C X 

-j y ~J > ~ ) ~l > dans lesquels A , B , C , X, désignent 

réellement les lignes dont a , b , e , * , étaient les expressions 
numériques j et , en substituant ces valeurs dans l’équation 
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précédente , elle deviendra 




ou , en faisant évanouir le dénominateur du premier membre , 

*= Ç + \/ - ab + c*. 



L’expression de la ligne X ainsi préparée, ne renferme plus 

que des quantités faciles à construire , car représente une 

ligne JD , qui s’obtiendra par une quatrième proportionnelle • 
J} 4* 

—j- peut se décomposer en— d , et l’on peut lui substituer 

un carré E' , dans lequel la ligne E est moyenne proportionnelle 
entre A et —— : de même, le produit AB peut se trans- 



former en un carré F * , et la partie radicale de l’expression 
précédente deviendra 

i/ E' — F’ + C*. 

Au moyen du triangle rectangle,.!?’ — F * peut se trans- 
former en carré H * ; et le résultat , qui devient \A H * -{- C* , 
s’obtiendra par une construction du même genre. Le radical 
de oette expression sera ainsi représenté tout entier par une 
ligne G, et l’on aura 

Xz=D+Gi 

résultat qui n’exige plus qu’une simple addition de lignes. On 
opérera de la même manière dans tous les cas analogues ; et , 
si l’on veut tien se rappeler qüe les lettres sur lesquelles on 
effectue le calcul représentent toujours des rapports de lignes r 
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l'interprétation des résultats n’offrira jamais aucune obscu- 
rité. 

ia. Au reste , les constructions géométriques ne doivent être 
regardées que comme un moyen quelquefois élégant de repré- 
senter les solutions des problèmes, et non pas comme un pro- 
cédé rigoureux pour trouver leurs valeurs numériques. Rela- 
tivement à ce dernier objet , le calcul est infiniment préférable , 
parce que son exactitude est indéfinie , et même il vaut toujours 
mieux y recourir , quand la construction n’est pas très-simple. 

l3. Les méthodes que nous venons de parcourir n’avaient 
pour but que des problèmes déterminés , c’est-à-dire , dans 
, lesquels l’inconnue n’était susceptible que d’un certain nombre 
fini de valeurs ; mais on peut aussi se proposer des questions 
de géométrie indéterminées , qui soient susceptibles d’une infi- 
nité de solutions. 

Par exemple , si l’on considère une ligne courbe AMM} 
tracée sur un plan ( fig. 6 ) , et que , de plusieurs points de cette 
courbe , on mène des perpendiculaires PM , M' P' , sur une 
droite AX donnée dans le plan , ces perpendiculaires auront 
certainement une longueur déterminée dépendante de la nature 
de la courbe , de sa position, et de la distance des pointa MM' : 
si donc on prend sur la ligne AX un point fixe A pour point 
de départ , chaque ligne AP aura sa correspondante PM , 
qui résultera du concours de toutes ces circonstances ; et la 
relation qui subsistera entre les AP et les PM , dans les 
diverses parties de la courbe , détermine nécessairement la 
forme de son cours. 

Or , il serait très-possible que ce rapport fût de nature à 
être toujours exprimé par une même équation entre les AP 
et les PM ; auquel cas cette équation servirait à trouver une 
quelconque de ces quantités par le moyen de l’autre , lorsque 
celle-ci serait donnée. 
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Si l’on savait , pjr exemple , que dans toute l’étendae de 
la courbe chaque PM est égale à la ligne AP qui luî 
correspond, en représentant généralement les premières par 
la lettre y, et les dernières par x , on aurait entre elles la 
relation 

y=*. 

Dans ce cas , la suite des points M,M '. .. (fig. 7 ) forme évi- 
demment une ligne droite inclinée de 5 o° sur l’axe AX. 

Si l’on savait, au contraire, que dans toute l’étendue de la 
rcurbe chaque PM est moyenne proportionnelle entre les 
distances du point P (fig. 8) , à deux points fixes A et B pris, 
sur VaxeAB, en représentant toujours AP par x,PM pary, 
et nommant 2 a la distance AB , on aurait , d’après la 
condition proposée, 

y % — je (a<i — ar), 

•u y* — aax — x ’. 

Cette équation fait connaître y , lorsque l’on se donne r , et 
réciproquement : elle suffit donc pour trouver autant que l’on 
voudra de lignes PM et de points ‘M, M' ... qui seront tous 
sur la courbe proposée. Il est visible , d’ailleurs , d’après ïî» 
propriété d’où nous sommes partis, que cette courbe est une 
«irconférence de cercle décrite sur AB comme diamètre. 

* 4 - Puisque chacune des équations 
y —x 

y* — Qa x — x 1 

peut servir à trouver autant de points que l’on voudra sur la 
droite ou sur le cercle dont elles énoncent une propriété géné- 
rale , il est évident que ces équations sont équivalentes à la 
construction actuelle -de* ces lignes, et Qu’elles peuvent être 
employées pour les représenter. 
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On peut , en généralisant ce résultat , regarder toutes les 
lignes courbes comme susceptibles d’être ainsi représentées 
par des équations entre deux variables indéterminées ; et , 
réciproquement , on voit qu’une équation quelconque , entre 
deux indéterminées , peut être interprétée géométriquement , 
et considérée comme représentant une ligne courbe , dont elle 
peut faire trouver successivement tous les points. 

1 5 . Cette manière d’envisager les rapports de la géométrie 
et de l’algèbre est beaucoup plus étendue et plus féconde que 
celle que nous avions considérée d’abord , et qui se bornait aux 
problèmes de géométrie déterminés ; on peut même la géné- 
raliser encore , et l’appliquer aux équations à trois variables 
qui représentent des surfaces , comme on le verra par la suite; 
mais , pour le moment , les considérations précédentes nous 
suffiront. Je ne me proposais ici que de fixer précisément , et 
de faire bien comprendre cette division qui partage l’appli- 
cation de l’algèbre à la géométrie en deux branches distinctes 
et totalement séparées dans leur objet. Elles l’ont été de même 
dans l’histoire des mathématiques. L’invention de la dernière 
«st due à Descartes. Avant ce grand homme , on n’avait appli- 
qué l’algèbre qu’aux problèmes de géométrie déterminés. II 
ouvrit ainsi une route nouvelle , et l’on peut dire qu’il fraya le 
chemin à Newton. 

16. Après avoir jeté un coup-d’œil en avant sur la carrière 
que nous allons parcourir , et tracé la route que nous devons 
suivre , il faut revenir en arrière , et former les méthodes 
nécessaires pour avancer ensuite facilement. 

La première chose à faire à cet égard , c’est de chercher un 
procédé direct pour énoncer les problèmes de géométrie dans 
le langage de l’algèbre , afin d’être toujours assuré de pouvoir 
les mettre en équation. C’est à quoi nous parviendrons, en con- 
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i sidérant qu’une question de géométrie peut toujours se réduire, 1 
en dernière analyse , à trouver un ou plusieurs points disposés 
suivant des conditions données ; d’où il suit que, pour atteindre 
le but proposé , il faut chercher comment on peut exprimer en 
analyse la position des points de l’espace. 

L’espace , tel que les géomètres le considèrent , est une 
étendue indéfinie dans laquelle on conçoit que tous les corps 
sont placés. On ne peut donc y déterminer le lieu absolu des 
corps , mais seulement leurs situations relatives , qui sont les 
seules dont la connaissance nous soit nécessaire : et , pour 
cela , on rapporte ces points à des objets fixes , dont on sup- 
pose que la position est connue. 

Sur un plan on conçoit deux droites AX ,AY, faisant 
entre elles un angle quelconque donné (fig. g ) ; tout point M, 
situé dans le plan , est déterminé lorsqu’on connaît les longueurs 
des droites MQ , MP, menées de ce point parallèlement 
aux lignes AX, AY, et terminées à ces lignes; car par les pro- 
priétés des parallèles AQ=zPM , et A P ='QM. On peut 
donc, en connaissant ces valeurs, mener les droites PM et 
MQ, qui , par leur intersection, déterminent le point M. 

Dans l’espace , on conçoit trois plans YAX, XA Z, ZAY , 
faisant entre eux des angles donnés (fig. 10 ). Un point quel- 
conque M se trouve déterminé de position , quand on connaît 
les longueurs des droites MM 1 , MM ' 1 , MM." 1 y menées par 
ce point parallèlement aux intersections des trois plans, et ter- 
minées à ces plans ; car alors on peut mener trois plans paral- 
lèles à ceux-ci , et sur lesquels il se trouve. 

Avant d’examiner les conséquences qui résultent des con- 
ventions précédentes , il est bon d’observer qu’en général nous 
prendrons les mots plan et ligne droite dans leur acception la 
plus étendue; c’est-à-dire, qu’en général nous entendrons, 
par ligne droite , une ligne droite indéfiniment prolongée, et 
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par plan , un plan indéfiniment étendu. Lorsqu’il sera néces- 
saire de considérer des portions limitées de plans ou de droites, 
nous en avertirons , comme nous venons de le faire; mais 
ces abstractions seront toujours déterminées par les conditions 
particulières de la question proposée. 

Des Points et de la Ligne Droite considérés 
sur un plan. 

17. Lorsque les points M , M' , d’un plan sont rapportés 
a deux lignes fixes , AX, AY , menées dans ce plan , les lon- 
gueurs QM , Q’M ' , ou leurs égales AP , AP' , se nomment 
abscisses-, et les distances PM, P'M' , ou leurs égales AQ , 
AQ ' , s’appellent ordonnées ( fig g). La ligne AX , sur 
laquelle se comptent les longueurs AP , AP' , se nomme 
Yaxe des abscisses ; AY est Yaxe des ordonnées. Les or- 
données et les abscisses se désignent encore par la dénomina- 
tion générale de coordonnées ; les lignes AX , AY , sont 
alors les axes des coordonnées , et le point A , où elles se 
coupent , en est Yorigine. Le choix des axes est absolument 
arbitraire ; et l’on peut , à volonté , compter les abscisses ou 
les ordonnées sur l’un ou sur l’autre. 

18. Représentons en général par x les abscisses, et par y 
les ordonnées ; x et y seront des variables qui prendront di- 
verses valeurs pour les différens points que l’on devra consi- 
dérer (fig. 9). Si , par exemple, ayant mesuré les longueurs 
AP , PM , qui déterminent le point M , on trouve la pre- 
mière égale à a , et la seconde égale à b , on aura , pour fixer 
la position de ce point , les deux équations 

x—a y— b; 

et , comme elles suffisent pour cet objet , nous les nommerons 
les équations du point M . 
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Si l’abscisse AP restant la même , l’ordonnée PM dimi* 
nue , le point M s’approche de plus en plus de l’axe AX ; si 
PM ou b devient nulle , le point M tombe en P sur l’axe 
des x lui-même ; et ces équations deviennent 

, x=za ?=o. 

Si l’ordonnée PM restant la même, l’abscisse AP diminue , 
le point M s’approche de plus en plus de l’axe AY , avec 
lequel il finira par coïncider, si AP devient nulle j ce qui 
donne 

x~o y— b 

pour les équations d’un point tel que Q , situé sur l’axe même 
des/. 

Enfin , si l’abscisse AP et l’ordonnée PM deviennent 
nulles en même temps , le point M coïncide avec le point A , 
origine des coordonnées , et l’on a 

x — o y~o 

pour les équations de cette origine. 

Ig. On voit par là , qu’en supposant aux variables x et y 
tontes les valeurs positives possibles , depuis zéro jusqu’à l’in- 
fini , on peut exprimer la position de tous les points placés dans 
l’angle YAX. 

Quant aux points compris dans les antres angles formés par 
les axes , ils répondent aux valeurs négatives des variables x et/. 

Pour le démontrer , concevons qu’au lieu de Y A on 
prenne pour axe des / la ligne A' Y parallèle à la première , 
et telle que AA' — A ( fig . 1 1 ). Nommons x 1 les nouvelles 
abscisses comptées sur le même axe AX , mais à partir de la 
nouvelle origine A'. Cela posé , si nous considérons un poin. , 
quelconque M situé dans l’angle Y'A'X , nous aurons 

- AP=sAA{ + A'P oux=:A + x'-, 
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mais , si nous considérons un point M' situé dans l’angle 
Y' A' A , et que nous représentions encore son abscisse A ' P 1 
par la variable x' , en lui supposant toutefois une valeur 
quelconque , nous aurons 

A'P'=zAA'—A'P’ ou x = A—x , i 

d’où l’on voit que, si l’on veut rendre la même formule ana- 
lytique 

xx=A ■+■ P 

applicable à- la-fois aux points situés dans l’angle XA'Y' , 
et aux points situés dans l’angle A A' Y' il faut regarder 
pour ceux-ci les valeurs de x' comme négatives , en sorte 
que le changement de signe réponde à leur changement de 
position par rapport à l’àxe A'Y 1 . 

Pour confirmer cette conséquence , et faire voir encore 
plus clairement comment la formule précédente peut lier 
les différons points du plan , supposons que l’on considère 
d’abord un point situé sur l’axe A'Y 1 lui-méme : pour ce 
point xf sera nul , et la formule 

* = A -j- A donnera x = A. 

C’est la valeur de l’abscisse AA' par rapport aux axes 
AX,AY. 

. Mais si l’on veut que cette' même équation convienne 
aussi aux points situés sur l’axe AY , considérons un 
quelconque d’entre eux ; son abscisse x sera nulle,,, et la 
formule précédente donnera 

A -{• x 1 — o ou y = — A\ 

ce qui est encore la valeur de l’abscisse AA' , en la sup- 
posant rapportée à l’axe A'Y'. L’expression analytique de 
eette abscisse devient donc positive pour l’axe AY , et 

2 * 
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négative pour l’axe A' Y' , quand on suppose les points dü 
plan liés entre eux par l’équation 

x — A + *'■ 

Ce résultat s’applique également aux valeurs négatives 
de x , et prouve qu’elles appartiennent aux points situés 
du côté de l’axe A Y , opposé aux valeurs positives ; car, 
quel que soit celui de ces points que l’on considère , si on 
le représente par M" , on pourra toujours mener un nouvel 
axe A" Y' , qui se trouvera placé par rapport a l’axe A Y, 
comme celui-ci l’était précédemment lui-même par rapport à 
l’axe A' Y'. 

En transportant l’axe AX parallèlement à lui-méme, et 
fixant la nouvelle origine en A" 12) ; faisant AA" ?= B, 
et nommant y ' les nouvelles ordonnées comptées à partir de 
l’axe A"X" , on aura 

r~B+y' 

pour les points situés dans l’angle YA"X" , 
et • y — B —y' 

pour ceux qui sont situés dans l’angle AA n X" : en 
aorte que, pour comprendre les uns et les autres dans 
une même formule analytique , il faut regarder les* valeurs 
négatives dey’ comme correspondantes à des points situés 
du côté de l’axe A"X". opposé aux y positives ; et , 
comme cela s’applique également aux axes AX , A Y , on 
en doit conclure que les changemens de signe de la va- 
riable y répondent au changement de position des points de 
part ou d’autre de l’axe des abscisses. 

En réunissant ces résultats , on voit que les valeurs 
négatives des coordonnées doivent être prises en sens con- 
traire de leurs valeurs positives j sans quoi , les même* 



« 
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formules ne pourraient pas s'appliquer à tous les poinis 
du plan , et ne comprendraient que ceux qui seraient 
situés dans un même angle des axes. Réciproquement; 
la convention précédente étant établie , tou% les points du 
plan, quelle que soit leur situation, sont compris dans les 
mêmes formules. 

On aura, d’après ce qui précède, (fig. 9) 

dans l’angle YAX x positif et y positif, 

dans l’angle YAx x négatif / positif, 

dans l’angle XA y a: positif /négatif, .. 

dansPangle xAy a: négatif /négatif, 

par conséquent, les équations 

x — a y A , 

qui déterminent la position d’un point dans l’angle YAX, 
deviendront 

\ 

x— — a y ~ b 

x = -J-a / = — b 
x = — a / = — A, 

selon que ce point passera dans un des angles YAx , 
XAy , xAy. En supposant a et A quelconques , les déux 
premières pourront représenter toutes les autres. 

ao. La liaison que nous venons de découvrir entre les 
signes des variables x et / , et leurs positions par rapport 
à leur origine commun^, n’a pas lieu seulement lorsque 
leurs valeurs sont comptées sur des lignes droites ; celte 
liaison subsiste toutes les fois que l’on représente les va- 
leurs d’une quantité variable par des longueurs comptées 
sur une ligne quelconque , et à partir d’un même point. 
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Soit , par exemple, une circonférence de cercle AB ab , 
dont Aa est un diamètre , et dont le centre est an 
point C {fig’ i3 ) : si l’on veut représenter le* valeur» 
positives d’unç variable x par les arcs AM , AM ' , comptés 
à partir du point A , et dans le sens AB , il faudra repré- 
senter les valeurs négatives de la même variable par des arcs 
Am , Am' , comptés à partir du meme point A , et dans 
le sens oppose au premier , sans quoi ces arcs ne pourront 
pas être compris avec les précédons dans une même formule 
analytique. 

En effet , si l’on conçoit l’origine transportée en A ' , et 
qu’on représente par x' les valeurs des arcs , comptées da 
ce point , on aura , en faisant AA' = a , 

x= a-\- A 

pour les points situés au-delà du point A' , 
et x = a — x ' 

pour les points situés entre le point A ' et le point A . 
Ainsi , pour que la même formule xzzza -f- x 1 convienne aux 
uns et aux autres , il faut regarder le changement de signe 
de x 1 comme répondant au changement de position des arcs 
par rapport à la nouvelle origine. 

Avec cette convention, si l’on fait x 1 ~o, on aura 
x — a pour la valeur de l’arc AA' comptée à partir du 
point A , tandis qu’en faisant x = o , on aura x' — — a 
pour la valeur de ce même arc rapportée au point A 1 . 

Et comme ces raisonnemens sont applicables à l'origine A 
aussi bien qu’à l’origine A' , on doit en conclure que 
les arcs négatifs doivent être pris en sens contraire des 
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are* positifs , pour que les uns et les autres puissent 
être compris dans les valeurs successives d’une même 
variable x. ' , 

Les principes exposés dans le n°. i q étant appliques , dans le 
cercle, aux sinus, cosinus , déterminent complètement laroar- 
che et les rapports des signes qu’il faut leurattribuer danslesdif- 
ferens cadrans. Si des points MM' , extrémités des arcs AM 
AM' , on mène les droites ME , M'E perpendiculaires au 
rayon CA , ces droites situées du même côté de ce rayon et pa- 
rallèles entr’elles, devront être affectées du même signe , par 
exemple du signe-f-, caron peut les considérer comme desordon- 
nées comptées à partir du point C, sur la ligne CB perpendicu- 
laire à CA. Il ensera de même, par la même raison, de tous les 
sinus qui appartiennent à des arcs dont l’extrémité se termine 
sur un des points de la demi-circonférence A B a ; mais une 
fois cette convention adoptée , tous les sinus des arcs dont l’ex- 
trémité se trouve sur l’autre moitié a B' A de la circonférence, 
doivent être affectés du signe négatif, car les droites m p , 
ni'//, qui les représentent, pouvant se compter sur le rayon c a, 
dans un sens directement contraire aux premiers, doivent être 
marqués du signe opposé. 

Quant aux cosinus, pour le point A , où l’arc est nul , 
il est égal au rayon CA ; et pour le point a , où l’arc 
est de 200“ , il est égal à Ca. Si donc nous le supposons 
positif dans le premier cas , il faudra le regarder comme 
négatif dans le second ; mais le choix est absolument libre, 
seulement il faut observer la même loi par rapport aux 
lignes situées de part et d’autre du point C sur la ligne 
s A Ca. 

Les signes des sinus et des cosinus étant déterminés 
d’après les conventions précédentes , selon leur position 
dans les differens quarts de cercle , ceux de toutes les 
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autres lignes trigonométriques s’en déduisent; car ces 
lignes peuvent toujours être exprimées rationnellement , 
en fonction des sinus et des cosinus auxquels elles répon- 
dent , de sorte que l’on connaîtra leurs signes d’après ceux 
que prennent ces quantités. 

On peut donc, à l’aide des principes précédens , expli- 
quer sans difficulté la marche des valeurs que prennent 
les lignes trigonométriques suivant les différens arcs aux- 
quels elles répondent. Quoique cet exemple nous ait un 
peu écartés de notre objet , j’ai cru devoir le donner , parce 
qu'il demande des considérations assez délicates , et qu’il 
est très-propre à faire sentir comment on doit raisonner 
dans tous les cas de celte nature. 

21. On peut encore , à l’aide de ce qui précède , trouver 
analytiquement l’expression de la distance de* deux points 
dont on connaît les coordonnées rectangles. 

Soient M' , M" , les points dont il s’agit ( fi g- 14) : si 
l’on mène M'Q' parallèle à l’axe des x , et terminée aux 
coordonnées M' 'P' , M"P" , le triangle , rectangle 

en Q' , donnera , 

M' M" = \Zm< Q'‘ +M"Q". 

Soient maintenant » y" , les coordonnées A P 1 , 

r'M>, AP ", P" 31 "; M’Q ' sera x" —x' , et JP'Q'—y'—y'. 
Si donc on représente par D la distance cherchée , on aura 

V = |/>" — ** ) ; * + ( y» —y' )\ 

Si un des points , par exemple celui dont les coordon- 
nées sont x', y', était l’origine même des coordonnées , on 
aurait 

x' = o, y'=o ; 

ce qui donnerait 

Z? = »/>*+ y»*. 
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C’est l’expression de la distance d’un point quelconque à 
l’origine des coordonnées. Il est aisé de s’en convaincre 
sur la ligure même , où M représente le point dont il 
s’agit (Jig. i5 ) ; car le triangle AMP , rectangle en P > 
donne 

~ÂM= 'ÂP -b PM — x' + y * ; 

d’où 

D =*\/x'+y\ 

7,1. Reprenons maintenant en particulier chacune des deux 
équations x— a ,y = b , qui fixent la position d’un point - 
sur un plan , a et b étant des quantités quelconques. 

La première , x ~ a , considérée comme si elle existait 
seule, et prise dans son sens le plus étendu tant quon 
ne considère que deux dimensions , convient à tous le* 
points dont l’abscisse' est égale à a (Jig. g)- Or , si nous 
supposons A P — a , tous les points de la ligne PM , pro- 
longée indéfiniment dans les deux sens , satisferont à cette 
condition. L’équation x = a appartient donc à la ligne 
droite PM , parallèle à l’axe des y. 

On prouvera de même que l’équation y — b exprime 
une propriété qui convient à tous les points de la ligne QM 
prolongée indéfiniment dans les deux sens. 

Ainsi , en disant que le point M est déterminé par le 
système des équations 

x — a y — b, 

on écrit qu’il est donné par l’intersection de deux droites 
parallèles aux axes AX.,AY', ce qui est la traduction 
littérale de la construction géométrique qui sert à le 
trouver.. > 
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La ligne droite, représentée par l’équation x~a, sera 
située toute entière du côté des abscisses positives , si n 
est positif : au contraire , si a est négatif , elle se trou- 
vera du côté des abscisses négatives ; si a est nul , elle 
coïncidera avec l’axe des y , dont l’équation est par con- 
séquent 

X — O. 

II est visible$jpi effet , que cette propriété est commune il 
tous les points qui y sont situés , et n’appartient qu’à eux seuls. 

De même , suivant que b sera positif ou négatif, la ligne 
droite, dont l’équation est^^ri, sera située au-dessus 
ou au-dessous de l’axe des x ; et, si b est nul , elle coïn- 
cidera avec cet axe, dont l’équation est par conséquent 

y=d. 

Enfin , le point A, origine des coordonnées , étant à-la 
fois sur ces deux axes , sera donné , par le système des deux 
équations 

x = o y = o, 

comme nous l’avons trouvé préaédemment. 

a 3 . La méthode que nous avons employée pour expri- 
mer analytiquement la position d’un point , peut donc 
servir encore à désigner une suite de points situés sur 
une même ligne droite parallèle à un des axes des coor- 
données. En généralisant ce résultat , on voit que, si tous 
les points d’une ligne quelconque , droite ou courbe , sont 
tels qu’il existe la même relation entre les ordonnées et 
les abscisses de chacun d’eux , l’équation entre x et y , qui 
exprimera cette relation , doit caractériser cette ligne. 
Réciproquement , l’équation étant donnée , la nature de 
la courbe s’ensuit ; car si l’on veut trouver ceux de ses 
points qui répondent à une abscisse déterminée , il suffira 
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de mettre cette valeur pour x dans l'équation ; et celle-ci 
ne contenant plus alors que la seule inconnue y , fera 
connaître les valeurs des coordonnées correspondantes , 
qu’il faudra placer , par rapport à l’axe des x , conformé- 
ment aux signes dont elles sont affectées: de même , en se 
donnant y , l’équation fera connaître les valeurs correspon- 
dantes de x. 

Une équation qui exprime ainsi la relation qu’ont entre 
elles les abscisses et les ordonnées de chaque point d’une 
ligne, se nomme l 'équation de cette ligne; et celle-ci est 
continue ou discontinue , suivant que la même équation 
convient ou ne convient pas à tous les points dont elle est 
composée. 

24. Considérons , par exemple , une ligne droite AM 
(fig. 1 6 ) menée par l’origine des coordonnées , et faisant 
un angle « avec l’axe des x , l’angle des deux axes étant 
égal à fi : si d’un point quelconque M , pris sur cette droite, 
on mène l’ordonnée PM parallèle à l’axe des y , on aura 
toujours 

PM AP sin * 

sin « sin. (/ 3 — <*) ° U ~ X sin (/3 — *) ’ 
et cette équation ayant lieu pour tous les points de la droite 
AM, est l’équation de cette droite. 

Quoique nous l’ayons obtenue en considérant les points 
situés dans l’angle YAX , elle n’en est pas moins appli- 
cable aux points situés dans les autres angles des axes , 
pourvu qu’on y change convenablement le signe des va- 
riables x et y. Si l’on- y fait , par exemple , x négatif, 
pour avoir les points situés du coté des abscisses négatives , 
elle donnera * 
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ccst-à-dire , que , pour ces points,/ devient aussi néga- 
tive, de sorte qu’ils sont situés au-dessous de l’axe des x , 
tandis que ceux qui sont situés dans l’angle XAY sont au- 
dessus du même axe : nous supposons ici que sin « est une 
quantité positive. 

Cette valeur de a est la même pour tous les points de 
la même droite AM-, niais elle varie d’une droite à une 
autre : examinons les circonstances qui résultent de cette 
variation. 

A mesure que a diminue , la droite s’incline vers l’axe 
des abscisses , avec lequel elle se confond lorsque u. — o : - 
aussi cette supposition donne-t-elle / o pour son équa- • 
tion. A mesure que « augmente , la droite approche de 
se confondre avec l’axe des y , avec lequel elle coïncide 
quand /3 = = « ; car , alors , sin ( /3 — » ) devenant nul , l’é- 
quation se réduit à x-zx o. L’angle a continuant à aug- 
menter , ( fi — <t) devient une quantité négative; alors 
sin ( £ — a ) est négatif et égal à — sin ( * — fl ) , et l’équa- 
tion de la droite devient 

x sin « 

^ sin (* — /3) ’ 

elle se trouve alors placée dans la situation A 1H 1 , et c’est 
ce que l’équation précédente confirme ; car tant que x est po- 
sitif, elle donne y négatif, et l’on ne peut avoir / positif 
qu’en prenant x négatif : ce qui indique que la droite reste 
au-dessous de l’axe des x du côté des abscisses positives , et ne 
passe au-dessus de cet axe que du côté des abscisses négatives. 

* devenant égal à 200 °, lj droite se confond de nouveau avec 
l’axe des x ; c’est ce que la formule indique , car on a alors 
sin «=:o , ce qui donne / = o pour l’équation de la droite. • 
Enfin , « devenant plus grand que aoo° , sin *> est négitif , 
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aussi bien que sin. ( /3 — * ) , et l’équation de la droite rede- 
vient, comme précédemment, 

sin «s 

y S (sin ( /S — ■« ) 

sin et . « • 

Le coefficient -7—7 -reprend alors des valeurs posi- 

sin — et ) 

tives :• en effet , la droite se trouve alors placée dans la situa- 
tion AM" ; et / comme elle est indéfinie , elle reprend suc- 
cessivement , après cette révolution , les positions qu elle oc- 
cupait. 

On voit , par cette discussion , que la formule 

- sin « 

y * sin (/S — *) 

est applicable à toutes les droites qui passent par l’origine des 
coordonnées. 

a 5 . Considérons maintenant une droite qui fasse , ainsi que 
la précédente , l’angle « avec l’axe des abscisses , mais qui no 
passe plus par l’oi igine des coordonnées ( fig. 1 7 ) > » c 9 mmc 

elle ne serait pas déterminée par cette seule condition , suppo- 
sons , de plus, qu’elle coupe l’axe des y dans un point A' , tel 
que AA 1 soit égal à b : si on lui mène , par l’origine des coor- 
données, une parallèle AN, dont l’équation sera 

sin x 

y ~ X sin (/}-«) _ - 

la valeur de l’ordonnée PM se composera , pour un point 
quelconque , de la partie MN , qui est égale à AA’ ou 

a: sin a 

à b , et de l’ordonnée PN, dont la valeur est -7—7- -r. 

8ln yfi —— et ) 

En réunissant ces deux quantités , on aura l’expression de 
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1 ordonnée PM ou y de la droite proposée , qui sera 
x sin * 

^ sin(/3 — *) 

C’est l'équation la plus générale d’une ligne droite , quand on 
no considère que deux dimensions ; et elle renferme deux in- 
d< l< rrmnoes cl et b , parce qu’il faut deux conditions pour par- 
ticulariser la droite. 

U est facile de reconnaître , par la forme même de cette 
équation , que tous les points auxquels elle appartient sont 
situés sur une ligne droite , car on en tire 



y — b sin a 

. x sin ( /3 — <* ) * 

Si on regarde le même point M comme un quelconque de 
ceux qui satisfont 4 cette équation , et que , parle point A’, 
pour lequel AA' = b , on mène une parallèle A' Q à l’axe 
de» x, Q M sera y — 6 , A 1 Q sera égal à x ; et , puisque 
par la nature de l’équation le rapport de y — b à x est 
constant , un aura • 



’ MQ __ M'Q' 

A'Q ~ A' Q n clc ’ 

et ainsi de suite pour tous les points M , M', qui vérifieront 
l’équation proposée ; d’où il suit que les triangles A'MQ , 
A'M'Q etc. sont semblables , et par conséquent tous ces 
points sont en ligne droite. 

On peut retrouver de même toutes les autres circons- 
tances relatives à cette ligne, car , d’abord , le rapport cons- 
jM[ Q> si n * 

tant-— étant égal à l’angle MA'Q = «; de 

plus, quand x = o, on a y — b , et par conséquent A'A= A, 
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on a donc un point de la droite , et l’angle qu’elle fait avec 
l’axe des x : on pourra donc la construire d’après ces données. 

Si Fon veut connaître le point où elle coupe l’axe des x , il 
faudra supposer^ nulle ; ce qui a lieu pour tous les points si- 
tués sur cet axe. Cette supposition donne 




et l’on voit , par le signe de cette valeur , que , si <* est 
inoiudre que 0 , b étant positif, la droite coupera l’axe des x 
du côté des abscisses négatives; ce qu’il était d’ailleurs facile 
de prévoir. 

En supposant x négatif et plus grand que la valeur précé- 
dente , on aura les ordonnées de la droite au-delà du point B ; 
et ces valeurs seront négatives , parce qu’elle passe alors au- 
dessous de l’axe des abscisses. 

Ainsi , non-seulement l’cquation 

x sin « 

appartient à tous les points d’une ligne droite , qui fait, avec 
l’axe des x , un angle «t , et qui rencontre l’axe des y à une 
distance b de l’origine ; mais celte équation suffit pour caracté- 
riser la ligne droite dont il s’agit, et trouver S3 position par 
rapport aux axes des coordonnées. 

a6. Les variables x et y ne se trouvent qu’au premier degré 
dans cette équation , et n’y sont pas multipliées entr’elles. 
D’après cette considération , on nomme linéaire toute équa- 
tion de cette forme , quelque nombre de variables qu’elle 
renferme. t 

27. Cette propriété des formules analytiques , de pouvoir 
s’appliquer aux lignes dans toute leur étendue , résulte, comme 





ÛO 
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nous l’avons dit plus haut , de la liaisoo qui existe éntrc les 
changemens de signe des variables x etjy, et les changemens de 
position des lignes qu’elles représentent par rapport à l’origine. 

28. Jusqu’ici nous avons supposé que l’angle fi , formé par 
les axes des coordonnées , était quelconque : le plus souvent on 
prend cet angle drqit , et on lui donne celte valeur, parce 
qu’elle contribue à simplifier les calculs; on a alors 

sin (/8 — a ) =sin ( Ioo° — a) — cos * 
et l’équation de la droite devient 

y — x tanga + b 

comme il est facile de le vérifier à posteriori , en observant 
que , par la nature du la ligne droite , la relation 
y — b 

- = tang a 

x 

est toujours satisfaite, quel que soit celui de ses points que 1 on 
considère. 

En faisant, pour plus de simplicité , tang a = a , nous 
aurons 

y ■=. a x b 

•pour l’équation de la ligne droite lorsque les coordonnées sont 
rectangulaires : a est la tangente trigonomélrique de l’angle que 
fait la droite avec l’axe des x , et b représente la distance de 
l’origine au point où elle coupe l’axe des y ; ou , ce qui 

revient au même , c’est la valeur de l’ordonnée correspon- 

/ 

dan le à ixo. 

29. Tant que a et b sont indéterminés , la situation de la 
ligne n’est pas connue , et l'on sait seulement que ses points 
sont en ligne droite ; mais si ces valeurs sont données , ou si 
l’on a des conditions qui les déterminent , on en déduit la 
position de la droite. 
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La recherche des coefficiens a et b , d’après des conditions 
données , et la combinaison deslignes qui en résultent, donnent 
lieu aux questions suivantes , dont il importe de retenir les 
solutions , parce qu’elles servent dans presque tous les cas où 
l’on applique le calcul à la géométrie. 

3o. Trouver l’équation d’une ligne droite qui passe par deux 
points donnés. 

Soient x 1 , y' , x" , y" , les coordonnées de ces points ; la 
ligne cherchée devant être droite , son équation sera de la 
forme 

y = a x -f-£ 



<7 et b étant encore inconnus. 

Po ur qu’elle passe par le point dont les coordonnées sont x', y' , 
il faut que son équation soit satisfaite quand on y met x' pour*, 
et y' pour y ; ce qui exige qu’on ait 

y — a x' y- b. 

Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées sont x f ' ,y J/ , , 
il faudra de même que 

y'< = ax" + b. 

Ces deux équations feront connaître a et b. En substituant 
leurs valeurs dans l’équation de la droite , elle sera déterminée. 

L’élimination peut se faire très-simplement, en retranchant 
la seconde équation de la première , et la troisième de la se- 
conde ; car on a par ce moyen , 



y — y' — a (x — x’) 
y' — y"=a(x' — x' 1 )-, 



d’où L’on tire 

y ' — y 11 

y~y’= a = 
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La première de ces équations est 'celle de la droite cherchée , 
et la seconde détermine l’angle qu’elle fait avec l’axe des x. II 
est aisé de vérifier à posteriori , que les conditions demandées 
se trouvent ainsi satisfaites, car x ~ x 1 donne y — y' t et 
x = x" donne y — y". 

Si y— y' = o, oms=o, 

V. 

et il vient y — y 11 ; 

c’est-à-dire qu’alors la droite est parallèle à l’axe des x ; et 
cela a lieu en effet , puisqu’elle passe par les extrémités de 
deux ordonnées égales. 

Si x’ — x". = o, on a — — = o , et il vient x = x" : 
a 

c’est-à-dire qü’alors la droite fait un angle droit avec l’axe des 
abscisses , et devient par conséquent parallèle à l’axe des y ; ce 
qu’il était facile de prêVoir. 

II est visible que la méthode dont nous venons de faire 
usage peut encore être employée pour faire passer une ligne 
droite par deux points donnés , dans le cas où les coordonnées 
ne seraient pas rectangulaires. 

3i. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite 
soit parallèle à une autre. 

Soit y =r ax -+- b 

l’équation de la droite donnée , a et b étant connus , celle de 
la droite cherchée sera de la forme 

y = a! x -f- b ’ , 
a! et b' étant inconnus. 

Pour que les droites soyent parallèles, il faut qu’elles fassent 
le même angle avec l’axe des x ; ce qui donne 




i 
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et l’équation de la parallèle devient 

y =za x b’ -, 

//' reste encore indéterminé , parce qu’il y a une infinité ds 
droites qui sont parallèles à la ligne donnée. 

Mais, si l’on veut que cette parallèle passe par un point 
douné , et dont les coordonnées soient x' , y' , il faudra qu’on 
ait 

y' = a x r -J- b 1 . 

Celle équation fait connaître b 1 ; en la combinant avéc la 
précédente , il vient 

y — y'=a(x — x') 



pour l’équation de la parallèle menée par le point donné à la 
droite donnée. 

3a. Trouver l’angle de deux droites dont les équations sont 
données. 



Soit y = a x -f- b l’équation de la première droite , 
y — a! x -f- b' celle de la seconde. 

La première droite fait avec l’axe des x un angle * , dont la 
tangente trigonométrique est a. La seconde droite fait avec le 
même axe un angle *' , dont la tangente est a'. L’angle cher- 
ché est donc «' — « : or on a , par les formules trigooomé- 
triques , 



tang ( *' — a ) 



tang «' — tang a 
I -J- tang a tang a 



En nommant donc V l’angle des deux droites , on aura 

a’— a 



tang V = 



I -\-aa' 



Si elle* sont parallèles , l’angle V est nul , et tang V—o-,ce 
qui donna a’ = a, somme nous l’avons déjà vu. 

3 
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Si elles sont perpendiculaires l’une à l’aulre , l’angle P* 
est droit , et sa cotangente est nulle : l’expression de cette 

1 - 4 - ao! 

co tangente est en général ; pour qu’elle soit nulle, 

a' — a 

il faut qu’on ait 

aa! I = o. 

C’est la condition nécessaire pour que deux droites soient per- 
pendiculaires l’une à l’autre ; et , si l’une des quantités a, a’, est 
connue , l’autre sera déterminée par cette équation. 

33. Trouver les points d’intersection de deux droites dont 
on connaît les équations. 



Soit y — a x b l’équation de la première, 
y =s a’ x -f- b 1 celle de la seconde. 



Le point d’intersection devant se trouver à-la-fois sur les deux 
droites , ses coordonnées doivent satisfaire à-la-fois à leurs deux 
équations : réciproquement, en écrivant que les deux équations 
ont lieu en même temps , on aura les valeurs de x et y , qui 
conviennent au point d’intersection ; et on trouve , par l’éli- 
mination , 



x 



( b — b' ) ah' — a' b 

a — a' ^ a — a' 



Quand a — a', ces valeurs deviennent infinies , c’est-à-dire 
qu’alors il n’y a plus de point d’intersection , ou , en d’autres 
termes , qu’il est infiniment éloigné} mais aussi , dans ce cas , 



les droites sont parallèles. 

34. La méthode que nous venons d’employer est générale, 
et peut servir à déterminer les points d’intersection de deux 
lignes courbes quelcbnques , situées dans un même plan, quand 
on connaît leurs équations ; car t ces points devant se trouver 
à-la-fois sur les deux courbes , leurs coordonnées doivent sto- 
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tisfdire en même temps aux équations de l’une et de l’autre : 
ainsi, en combinant ces deux équations, les valeurs que l’on ob- 
tiendra pour y et pour x seront les coordonnées des points 
d’intersection. 

Il faut donner beaucoup d’attention au principe que nous 
indiquons ici , et qui consiste à combiner analytiquement plu- 
«ieurs équations , pour en déduire le résultat commun qüi 
satisfait à leur ensemble . L’ Élimination, , considérée sous ce 
point de vue , renferme presque tout le secret de l’application 
de l’algèbre à la géométrie, et j’aurai soin d’en faire remarquer 
les effets à mesure qu’ils se présenteront. 

35. Mener par un point donné une perpendiculaire à une 
droite donnée, et trouver la longueur de la portion de cette 
perpendiculaire comprise entre le point et la droite. 

Soit y — a x b l’équation de la droite donnée , 
ae',y, les coordonnées du point donné. 

La perpendiculaire étant une ligue droite , et devant passer 
par ce point , son équation sera de cette forme : 

y — y' = *' ( * — * F )• 

La condition d’être perpendiculaire donnera 

aa' + 1 = 0 d’où à! — — > 

a 

et l’on aura par conséquent 

y — y — — - ( x — x' Y 

a 

C’est l’équation . de la perpendiculaire menée par le point 
donnée à la droite donnée. 

Pour le point d’intersection de ces deux droites y leurs équa- 
tions devront avoir lieu en même temps : ainsi ,.en rèpréscn- 



i 
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t ant les coordonnées de ce point par x" , y", on aura , pour le» 
déterminer, 

» 

y' r — yVrz. ( x " — * l ). 

a 

ï*our faire l’élimination avec plus do facilité , on mettra i* 
première de ces deux équations sous la forme 



y n — y ’ = «( 3 ?' — x r ) -J- £ -f- ax> — y' > 



et, en la combinant arec la suivante, on en tirera 

(y' — ax'—b)a, y,_y_ (f—ax' — b) 



c" — x' : 



I -f- a* 



i+a* 



a, b, x', y 1 i étant des quantités connues , les coordonnées 
x" y" du point d’intersection se trouvent ainsi déterminées. 

Cherchons maintenant la longueur de la portion de perpen- 
diculaire comprise entre le point et la droite donnée } l’ex- 
pression do cette longueur est 



»/(*" — x'y +(/'—/)*. 



En la représentant par P, et mettant pour x". — x' et 
y". — y' leurs valeurs , il vient 




1 -}- a? 



pour la longueur de la perpendiculaire cherchée. 

36. A l’aide de ce qui précède, on peut résoudre toutes les 
questions qui ne dépendent que de la ligne droite , et qui sont 
relatives il des points situés dans “un même plan. Nous allons 
maintenant étendre ces résultats. au cas général où l’on ne. fait 
abstraction d’aucune des dimensions de l'espace. 
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jPes Points de la Ligne droite considérés en 
trois dimensions ou dans l’espace. 

37 . Nous avons dit qu’un point de l’espace est déterminé de 
position lorsque l’on connaît les longueurs et les directions do 
trois droites menées de ce point parallèlement à trois plans , 
et terminées à ces plans. Pour plus de simplicité, nous sup- 
poserons ceux-ci rectangulaires ; alors , si on les représente 
par YAX, XAZ et Z A Y, et qu’on sache qu'un point M est 
placé à une distance MM' du pcemier, MM", du second , et 
MM'" du troisième ( fig. 18 ), il suit de la propriété qu’ont les 
deux plans parallèles d’être également éloignés l’un de l’autre 
dans tous leurs points , que , si l’on mène aux distances don- 
nées trois plans M'"MM'' , respecti- 

vement parallèles aux prccédens , le point M se trouvera à. 
leur rencontre mutuelle. 

Les plans rectangulaires YAX , XAZ , ZAY, auxquels 
on rapporte les points de l’espace , se nomment les plana 
coordonnés : ils se coupent deux à deux, suivant trois droites , 
A X j AY , AZ , passant toutes trois par le point A, et per- 
pendiculaires cntr’ellcs. 

D’après les propriétés des plana parallèles , la distance MM 1 
du point M au plan YAX , distance que nous avons figurée 
dans l’espace , peut se mesurer sur la ligne AZ , et elle ist- 
égale à A R. 

De même , la distance MM" peut se mesurer sur la ligne 
AY, et elle est égale à AQ. ' 

Enfin , la distance MM.'" doit sc mesurer sur la ligne AX , 
et elle est égale & A P ; oit voit qu’il en serait de même pour 
tout autre point de l’espace. 

Des droites AZ < A Y , AX , sur lesquelles nous oomnie 
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rons désormais les distances respectives des points de l'espace 
aux plans YAX, XAZ , ZAY , se nomment les axes des. 
coordonnées, dont le pointé est l’origine. Nous représente- 
rons en général par x les distances qui se comptent sur la 
dernière , qui sera Taxe des x ; nous désignerons par y celles 
qui se comptent sur la ligne AY, qui sera l’axe des y, et 
nous désignerons par s celles qui se comptent sur l’axe AZ , 
qui sera l’axe des s. 

Si donc, ayant mesuré les trois distances AP,*AQ , AR , 
on les trouve égales à a,b y c, on aura , pour déterminer la po- 
sition du point M , les trois équations 

x = a y ~ b * — e ) 

et comme elles suffisent pour cet objet, nous les nommerons 
les équations du point AT. , 

Les positions des points M’, M", AT'" , que l’on appelle les 
projections du point AT sur les trois plans coordonnés , se 
trouvent déterminées par ces équations, car on en tire 

y — b x — a 

pour les coordonnées du point Al', projection du point AT sur 
le pian YAX ; 

'ïSfl z — c 

pour les coordonnées du point AI " projection du point AT sur 
le plan XAZ ; 

z — c ymb 

p~ ur les coordonnées du point AI"' , projection du point AT sur 
le plan ZAY. 

On voit , par la composition des équations précédentes , que 
deux de ces projections étant données , la troisième s’ensuit 
nécessairement, Dans la construction , on les déduit facilement 
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les unes des autres j cor M" et M'", par exemple , étant 
données, on mènera M'"Q et M" P parallèles à AZ , puis 
Q1W et PM' respectivement parallèles aux lignes AX, A Y ; 
M' sera la troisième projection du point M. 

38. Il résulte de ce qui précède , que tous les points de l’es- 
pace étant rapportés à trois plans perpendiculaires entr’eux , 
les points de chacun de ces plans se trouvent naturellement 
rapportés à deux droites perpendiculaires entr’elles , qui sont 
les intersections de ce plan avec les deux autres. 

Ainsi, désignant chaque plan par les' coordonnées qui lui 
sont propres , le plan Y AX sera celui des x et des y, le plan 
XAZ celui des rets, et le plan ZAY celui des y et s : 
nous ferons désormais usage de ces dénominations. 

Ce que nous avons dit plus haut sur la manière dont doivent 
être prîsbs les coordonnées négatives , s’applique aux axe» 
AX , AY , A Z ; et il s’ensuit que les signes des coordon- 
nées x,y, z, feront connaître la situation de "chaque, poiql do 
part et d’autre des trois plans coordonnés. Il ne faut pas perdre 
de vue que ces plans sont indéfiniment étendus , et que les 
droites AX , AY, AZ , sont indéfiniment prolongées de part 
et d’autre de leur origine commune. 

° f* • • 

3g. Reprenons maintenant en. particulier chacune des trois 
équations 

x = a y — b z — c . . .... 

qui déterminent la position d’un point dans l’espace , a , b , c , 
étant quelconques. 

La première, x = n, considérée comme si elle existait seule,’ 
convient à tous les points dont l’abscisse AP est égale à a. Elle 
appartient par çotv équent au plan MM" PM 1 , supposé indéfi- 
niment étendu dans tous les sens ; car tous les points de ce plan, 
qui est parallèle au plan ZAY , satisfont à cette condition. De 
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même , l’cquation y=xb convient à tou* le* point» du plaît 
yinenè par le point M parallèlement au plan ZAX ; 
et enfin l’équation z = c convient à tous le» points du plan 
MM" RM"' , qui .est mené par le point M parallèlement au 
plan XAY, ces plans devant toujours être regardés comme 
indéfinis. 

Par conséquent, le système de» trois «quations 
x " a ~ y ~ b s — c 

signifie que le point auquel elles appartiennent est situé en 
même temps sur trois plans parallèles aux plans coordonnés , 
et dont le» distances à ceux-ci sont représentées par a , b , c ; 
ce qui est la traduction de la construction géométrique de 
laquelle nous sommes partis. 

Ces distances devenant nulle», les équations 

*• jrmo y — 0 s — a 

sont celles des plans coordonnés eux-mêmes. La première 
appartient au plan des^ï ; la seconde, au plan des xz ; et la 
troisième, au plan des xy : leur ensemble a lieu pour le point A , 
origine des coordonnées , puisque ce point est leur commune 
intersection. 

4 o. Ait moyen de ce qui précède ,' il est facile d’exprimer 
la distance de deux points dont on connaît les coordonnée» 
( (Ig. i<) ) J car soient m , M , ces deux points, dont les coor- 
données seront x,y, z; x',y!, z 1 ', si par le premier on mène 
une ligne droite mQ 1 parallèle au plan des xy, et terminée à 
l’ordonnée JUA1', on aura 

' ji/üt ’== MÇ'' + ~mQ ,% / ■ 

MQ' est' cgple à AI'M — mm ' , ou à J — a ; mQ' égale 
jifi'u J. Si par le point m 1 . on . mono tn'Q parallèle à l’axo 



! 
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des x, M'Q sera y’ — y ; m'Q sera x' — x , et l’on anra 

M'm — M'Q -f m'Q = {y — y)» + (* — X ’Y • 

En substituant ces valeurs, il viendra 

Mm' ={z—z'Y + M'm'xz (a— z')> + (y~y0‘ + (*— r)\ 

Nommant donc Z> la distance cherchée , on aura 

i>=i/( X ~ + + (*-*')». 

C’est l’expression de la distance de deux points quelconques de 
l’espace. > 

On peut remarquer , dans cette expression , que x' — x , 
y y > z ' * > sont les projections de la droite D sur les 
trois àxes des x , y , s ; d’où résulte ce théorème : Le carré 
d une portion quelconque de ligne droite est égal à la somme 
des carrés de ses projections sur trois axes rectangulaires. 

Si le point m coïncide avec l’origine A des coordonnées , la 
formule précédente devient 

\ 

D — \S x' % - j- y'‘ -j- z'". 

C’est la distance d’un point quelconque de l’espace à 
l’origine des coordonnées (fig. 2 o) : en effet , les triangles 
AMM', AM' P , étant rectangles , l’un en M', l’autre en P, 
donnent 

AM = MM' +AM* = MM''+ MP '-ÇÂP — s> _}. 

comme nous venons de le trouver. 

On voit par ce résultat que le carré de la diagonale d’un pa- 
ralléhpipède rectangle est égal à la somme des carrés de ses trois 
arêtes, 




4-3 PRÉLIMINAIRES. 

Ce théorème, présenté d’une autre manière, donne nne 
relation entre les cosinus des angles qu’une droite quelconque" 
A M forme avec trois axes rectangulaires entr’eux. En effet , 
désignons ces trois angles par X , Y , Z , selon la dénomina- 
tion de l’axe auquel ils appartiennent , et nommons r la dis- 
tance AM. Cela posé dans le triangle rectangle en M\ 

il est visible que l’angle AMM' est justement celui que nous 
avons désigné par Z ; de plus , MM' est égal à z , et AM est 
égal à r ; on a donc , dans ce triangle , 

z =r r cos Z. 

En raisonnant de même pour les deux autres , on aura 

y — r cos Y 
x = r cos X 

et cela est évident par la seule considération de la symétrio 
de la figure. Ces trois équations étant élevées au carré et ajoutée» 
ensemble, donnent 

■*’ -f- y* -J- s* = r’ | cos’ X -j- cos’ Y -J- cos’ Z } 
or , on a par notre théorème 

*’ +/’ + ** —r* 

par conséquent , il faut qu’on ait aussi 

cos’ X -J- cos’ Y -f- cos’ Z — I 

c’est-à-dire, que lorsqu’une ligne droite forme trois angles 
X , Y , Z , avec trois axes rectangulaires , la somme des 
carrés des cosinus de ces trois angles est toujours égale à 
l’unité. 

41. Maintenant que nous savons exprimer la position de» 
points dans l’espace , cherchons la relation qui doit exista* 

« 



Digitized by Googl 



PRÉLIMINAIRES. 43 

i 

entre les coordonnées d’une suite de points , pour qu’ils soient 
situés en ligne droite. 

Pour cela , il suffit de remarquer que , si plusieurs points 
sont en ligne droite dans l’espace , leurs projections sont aussi 
en ligne droite sur chacun des plans coordonnés. 

En effet , la projection d’un point sur un plan est le pied do 
la perpendiculaire menée du point sur ce plan : si plusieurs 
points sont en ligne droite , cette droite est dans un même plan 
avec les perpendiculaires menées de ses points , et par consé- 
quent les pieds de toutes ces perpendiculaires sont sur une 
même ligne droite. 

Ce plan, qui contient toutes les perpendiculaires menées des 
divers points de la droite , se nomme plan projetant , et son 
intersection avec le plan coordonné est la projection de la 
droite. » 

Une droite est déterminée, quand on connaît deux plans qui 
la contiennent ; elle le sera , quand on connaîtra deux de ses 
plans projetans : or , ceux-ci sont déterminés quand on a les 
projections par lesquelles ils passent : ainsi une droiLe est dé- 
terminée quand on connaît ses projections silr deux des plans 
coordonnés. Par conséquent , les équations de ces projections 
sur les plans des xz et des yz étant 

x — a z -j- a y=bz- {-/S, 

leur ensemble fixe dans l’espace la position de la droite ; si elle 
passe par l'origine , a et /i seront nuis. 

Ces considérations sont faciles à vérifier. En effet, l’équation 

x =s a z -f* * 

. . • i 

exprimant une relation indépendante de y , n’appartient pas 

seulement à la ligne droite qui est la projection dp la proposée 
sur le plan des x et z , elle convient aussi à tous les points du 
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plan mené perpendiculairement à celui des x et z par cette, 
projection , puisque , pour ces points , la relation des x et a- 
•st encore ht même. 

Semblablement, l'équation 

yzxbt + fi 

lorsqu’on la considère à part, a lieu, quelles que soient les 
valeurs de x , puisqu’elle est indépendante de cette variable : 
elle n’appartient donc pas seulement à la projection de la 
droite proposée sur le plan des y et z , elle convient au plan,, 
projetant mené par cette projection. 

Par conséquent , le système des deux équations 

x — a z + * y — b a + /3 



signifie que la droite’ proposée se trouve en même temps sur 
deux plans donnés , et voilà pourquoi leur ensemble détermine 
sa position . On voit aussi par là que les variables x , y , 2 , de- 
ces équations , expriment les coordonnées des points de la 
droite , coordonnées qui doivent avoir cntr’ellcs les relations 
déterminées par ces équations. 

La droite étant ainsi particularisée, sa projection sur le. 
troisième plan doit résulter de ces données. En effet , en éli- 
minant 2 entre les deux équations précédentes , on trouve 



x — * y — $ 

a b 



ou 7 




Les coordonnées x et y , qui entrent dans le résultat , ap- 
partiennent aux points de la droite ; elles indiquent le lieu où: 
tombent les perpendiculaires abaissées de ces points sur le plan, 
des xy. La suite de ces coordonnées forme donc la projection 
de la droite J et la relation qui existe entre leurs valeurs'monlro 
que cette projection est elfc-méme une ligne droite , ou , c© 
qui revient au même , c’est l’équation du plan projetant. Il est 
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Visible que cette équation , avec une des précédentes, suffirait 
aussi pour caractériser la droite. 

Il suit de là qu’il faut , en général , deux équations pour 
■fixer la position d’une droite dans l’espace , et ce* deux équa- 
tions sont celles des deux plans sur lesquels la droite se 
trouve. , • 

Lorsque a , b , *, fi , sont connues , les équations 
x = a z -f- * 
y = b z -f fi 

tie laissent qu’une des variables indéterminée; on peut donc 
alors se donner les valeurs de cette dernière , et les équations 
feront connaître les valeurs correspondantes des deux autres ; 
on pourra donc, obtenir les coordonnées d’un nombre quel- 
conque de points situés sur la droite. 

A ce procédé analytique répond une construction géomé- 
trique fort simple. Si l’on construit les deux projections de la 
droite sur ceux des plans coordonnés où elles se trouvent , ce 
qui est facile , ces projections tiendront lieu de leurs équa- 
tions ; alors , en prenant à vol’onlé une des coordonnées , elles 
feront connaître les deux autres. 

Soient , par exemple , A'" M"’, A"M' t , ces deux pro- 
jections ( fig. ai ) : si l’on prend à volonté z = A R , que par 
le point R on mène RM" , RM 1,1 , parallèles aux axes des x 
et des y , et que des points M" , M '" , on mène les ordonnées 
M"P , M "Q , les lignes AP , AQ , seront les valeurs de x 
et de y correspondantes à s — A R. Menant PM' QM', 
respectivement parallèles aux axes AY , AX , les points 
M 1 , M" , M'" , seront les trois projections du point cherché 
sur les plans coordonnés. 

De même , si l’on donnait d’abord x =AP , on aurait 
ensuite , 

PM" =2 , 



* 
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et achevant la construction comme précédemment , on trou- 
verait 

y = AQ. 

La construction serait la même , « i l’on employait la projection, 
de la droite sur le plan des xy , avec une des deux précé- 
dentes. 

Lorsqu’une droite est située dans un des plans coordonnés , 
sa projection sur les deux autres se confond avec les axes eux- 
mêmes. Si , par exemple, elle se trouve dans le plan des xz , 
on a 

bz=o /3 = o , 
et ses équations, deviendraient 

y — o x = a z -J- «. 

La première exprime que la projection de la droite sur le plan 
YZ se confond avec l’axe des z , et la seconde représente sa 
projection sur le plan des xz , laquelle se confond dans ce cas 
avec la droite elle-même. • 

La recherche des cocfficiens a, b , a , fi , d’après des condi- 
tions données , et la combinaison des lignes droites qui en ré- 
sultent , donnent lieu dans l’espace à des questions analogues à 
celles qui se sont présentées à nous en deux dimensions, et leur 
résolution n’est pas d’une moindre utilité : nous allons les dis- 
cuter successivement. 

42. Mais , auparavant, nous ferons une remarque impor- 
tante ; c’est que les procédés dont nous venons de faire usage 
peuvent également servir à indiquer la succession des points 
d’une ligne courbe quelconque située d’une manière quelconque 
dans l’espace. En effet , il suffit que l’on connaisse les projec- 
tions de celte courbe sur deux des plans .coordonnés , pour 
qu’elle soit déterminée entièrement ; or, ces projections elles- 
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mêmes sont des lignes courbes situées dans les plans coordonnés. 
Ainsi , lorsque l’oa connaîtra les équations de ces courbes , on 
pourra, pour chaque râleur donnée d’une des variables x,y,z , 
trouver les valeurs correspondantes des deux autres ; ce qui 
déterminera dans l’espace, sur la courbe proposée, le point 
qui répond à ces valeurs. La suite de ces points peut fort bien 
n’élre pas de nature à être contenue toute entière dans un 
plan ; et c’est ce caractère qui constitue les courbes que l’on 
appelle à double courbure. 

Et , de même que les projections d’une ligne droite sont les 
traces des deux plans projetans qui la contiennent et qui la 
donnent par leur intersection , les deux projections d’une 
ligne courbe quelconque sont les traces de deux surfaces cylin- 
driques dont les arêtes sont perpendiculaires aux plans coor- 
donnés , et qui , se pénétrant mutuellement dans l’espace , 
donnent la courbe proposée par leur intersection. La déno- 
mination de surface cylindrique est prise ici dans un sens plus 
général que celui qu’on lui attribue pour l’ordinaire dans les 
Élcmens de Géométrie , où on l’emploie pour désigner une 
surface engendrée par une ligne droite qui se meut parallèle- 
ment à elle-même , de manière à passer toujours par un des 
points d’uns circonférence de cercle. Ce mouvement d’une 
droite parallèlement à elle -même est ce qui constitue en 
général les surfaces cylindriques ; et c’est la nature des courbes 
directrices qui établit des différences entre ces surfaces. 

43. Trouver les équations d’une ligne 'droite qui passe par 
deux points donnés. 

Soient x' , y ' , z' , x" , y " , z" , les coordonnées de ces 
points , la ligne cherchée aura ses équations de cette forme. 



x =z a z -f- « 
y = b z +/}, 
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a , b,*, fi , étant encore inconnues : pour qu’elle passe par 
lespoints dont les coordonnées sont x? , y' , z’ , il faut que ces 
équations soient satisfaites , quand on y met x 1 pour x , 
y ' pour y , z 1 pour s ; ce qui exige qu’on ait 

X 1 — a z’ » 
y’ = b z' + 1 3 . 

Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées sont 
x" , y" , z" , il faudra de même qu’on ait ' 

x" = a z" -j- a 
y" = bz" + fi. 



Ces équations font connaître a, b , a , £ ; et , en substituant 
leurs valeurs dans l’équation de la droite , elle se trouvera 
déterminée. , 

En opérant sur ces équations comme sur celles de l’article 3 o, 
on trouvera 

(x-x')=a(z — z’) x'— *"=o(a'— z") 

(y-y') = b(z-z') y'-y"=b(z'-z”yi 



d’où l’on tire 





y-y'— 



r'-r" , 

TZTT 7( z -‘0. 



Ces deux dernières sont les équations de la droite cherchée; les 
deux autres font connaître les angles qne font avec l’axe des z 
ses projections sur les plans des xz et des ji. Il est aisé de s’as- 
surer que ces expressions renferment les conditions exigées. 

44 . Trouver les conditions nécessaires pour que deux droites 
«oient parallèles dans l'espace. 
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Soient * = a z ~f- * ) 

y — b % + p $ 

x — a' z -j- *’ ) 
y — b'.z + / 3 ' $ 



les équations de la première 
celles de la seconde. 



Si ces droites sont parallèles, leurs plans projetans seront 
parallèles , et les intersections de ces plans avec les plans coor- 
donnés , ou , ce qui est la même chose , les projections des 
droites sur chacun d’eux , seront respectivement parallèles. 
Ainsi , pour que les conditions demandées soient remplies , il 
faut qu’on ait 



b = b' , 



et les équations de la parallèle deviennent 

x = a z -J- %' y = b z p' , 

et p' restant encore indéterminées, parce qu’il y a une in- 
finité de droites qui sont parallèles à la proposée. 

On peut vérifier ces résultats d’une manière fort simple. Si 
l’on détermine a , *' , p , &’ , de manière que les deux- paral- 
lèles passent par un même point , dont les coordonnées 
soient x’ , y' , z 1 , on trouvera qu’elles coïncideront dans toute 
leur étendue. 

46. Trouver l’angle de deux droites dont on a les équations- 



Soient x — az - f- <e 
y = bzr^p) 

x = a’z + *' 1 
y = b’z + p 1 J 



les équations de la première, 
celles de la seconde. 



Nous remarquerons d’abord qu’il n’en est pas dans l’espace 
comme sur un plan où deux droites se rencontrent toujours , à 
moins qu’elles ne soient parallèles. Dans l’espace , deux droites 
peuvent se croiser sous différens angles «ans se rencontrer , et 
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leur inclinaison se mesure , dans tous les cas, par celle de deux 
droites qui leur seraient respecti renient parallèles-, et qui pas- 
seraient par un même point. Menons donc , par l’origine, deux 
droites respectivement parallèles à chacune des précédentes , 
leurs équations seront 



y 



=r a z) ' , 

_£ g f pour la première, 

pour la seconde. 



Prenons sur la première un point quelconque , dont t* soit la 
distance à l’origine, et dont nous désignerons par x ' , y , z ' , 
les trois coordonnées rectangulaires ; prenons aussi sur la se- 
conde un autre point dont la distance à cette même origine 
soit r" , et dont les coordonnées soient x 11 , y" , z". Enfin , 
nommons D la distance de ces deux points entr’eux. Cela posé 
dans le triangle formé par les trois droites t ' , r 1 ! et D, 
l’angle ^compris entre les deux premières sera donné par 
la formule 



eos V : 



r' 1 4-,."* — Z)* 



'a i J r" 



il ne reste plus qu’à déterminer r 1 , r 1 ' et D. 

Or , en désignant par X Y, Z , les trois angles que la 
première droite forme avec les trois axos rectangulaires des x , 
des y et des * , on aura comme dans le n°. 40, 

x' = r' cos JC y 1 zxrt 1 cos Y ' z' =: r 1 co s Z ; 



et en désignant par X' , Y 1 , Z', les angles analogues pour la 
seconde droite , on aura de même 



x" — r 1 ! eos X' -, jr 1 ' =:r" cos Y 1 ^ *" = r 1 / cos Z' 
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Déplus , D étant la distance dps deux point3, on a en général 
par le n°. 4 q, 

zj* = ( _ *■ ) » + (/- -y ) * + ( 1 S '>; . ( . 

ou bien 



D’=:*'’+/’+ *'* +*»’+/»*+ z"*— 

et mettant pour les coordonnées rectangulaires leurs valeurs en 
fonction des angles ‘ ' ” “ ' ' ' ,y 

P a =z*” ^cos’X+ços’y-fcos’Z} +r J,t {cos'X'H-cqyy'+cos^Z'} 

— arV f IcosXcosX'+cosy cos y'-)- cos Z cosiï/^i. \- ! 

Si nous voulons nous rappeler la relation dcnrontrëe dans 

• Tt'J . - b *r 4 , . . 

le n°. 40 enlre les cosiriu^des trois angles formés par une même 
droite aveq trois axes rectangulaires , nous aurons 

cos’X-f- cos’r-|-cos‘Z = 1 cos* X'-f-cos* Y' rj-cos*,?' 1 



et l’expression de D % simplifiée par ces relations deviendra , 

P' = r J1 -j -r'f* — 2rV / (cosXcosX , + cosycosy'-f-ees# OosX’) 



» »• 




la division par r 1 r" devient possible , et il reste 



cos V — cos A’ cos X' -f- cos T” cos Y 1 -f- Cos Z cos Z'. 

c’est l’expression du cosinus de l’angle formé par ‘ÎWT deux 
. droites. . - “ , , . ; . \ , ■ • 

On pourrait encore parvenir à ce résultat , sans passer par 
lçs théorèmes démontrés dans le n°. 4 o , relativement aux 
cosinus) des trois angles ; et cette seconde manière , plus directe 
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que la précédente , est en même temps trop élégante pour ne 
pas la donner ici ; elle est fondée sur cette considération , que 
la valeur de cos V est indépendante de la position des points 
que nous choisirons sur les deux droites pour former notre 
triangle ; il suffit que ces points soient sur les droites données. 
Ainsi , l’équation 

4 . J»' _ B' 

cos V —• — ■ — — — — ( oui?* — cos/^sro 

doit être de nature à ce qu’on puisse y satisfaire , quelles que 
soient les valeurs que l’on donne à. r 1 et à i JI , pourvu que 
D x soit exprimée en fonction de ces quantités. La condition 
de cette indépendance détermine tout de suite cos V , car , en 
partant de l’expression générale de D ’ en fonction de r 1 et r" , 
telle que nous l'avons trouvée tout-à-l’heure , notre équation 
de condition devient , ... 

r '! {cos’X-fcos’Y-j-cos’X— 1}+>"* {cos’X'+cos’y’+cos’JZ'— r} 
— nc'r" |co»XcosX'-}-co!sl r cosl r/ -J-cosXcos 2 ' J -j-a/V'cos^" — o 

puisqu’elle doit être satisfaite, quelle quesoit r' et i J, y il faut que 
Jes termes affectés des différentes puissances de ces quantités 
se détruisent séparément et indépendamment les uns des autres. 

Ce qui donnera d’abord, pour les termes en r 12 et r 11 * 

cos* X -j- cos’ Y -|- cos’ Z r= 1 
. _ - cos’ X'+ cos’ 17 + cos’ Z' =11 

et ensuite en comparant les termes affectés de /V', 

cos V =1 cos X cos X 1 -f- cos Y cos Y 1 + cos Z cos Z' . 

Cette valeur de cos V est la même que nous avions trouvé*, 
tout-à-l’heure. Quant aux deux autres relations enlre les trois 
angles formés par chaque droite avec les trois axes rectangu- 
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laires , ce sont celles que nous avions trouvées dans le n°. 40. 
Mais on voit comment la condition d’indépendance dont nous 
avons fait usage y conduit directement. 

46. On peut aussi exprimer cos V en fonction des coeffi- 
ciens a , b , a' , b’ , qui entrent dans les équations des 
droites 

i = sz x' = a' s 

y = b s y* =: b' X 

Pour cela considérons le point quanous avons choisi sur la pre- 
mière , et dont nous avons représenté les coordonnées par x' , 
y', z' ; il faudra que ces coordonnées aient entr’elles les rela- 
tions exprimées par les équations de la' droite , ce qui 
donnera 

x 1 = a s r 
y' = b s' 



et comme on a toujours pour la distance r 1 
r>* = x" + /* + a'* 

ces trois équations donneront 

ar 1 . brf 






>y=- 



\/ i+a'+b' Ki +a*+6* 1 

et comme on a 



cos X — — 7- cos Y — — j- 

r H 



cos Z es 



on aura aussi 
a 



x=. 



cos y=. 



co s Z = 



Ki+a'-fô* 



Ki +a*+i* 

En raisonnant de même sur les équations de la seconde droite > 
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on en tirera également 



ços X' = 



co s Y't 



b' 



cos Z K . 



jK» +«'*+*'■ l/i+a ,m +V' I /l+a' 

et ces valeurs substituées dans l’expression générale de cos Y , 
il viendra 

cos V — ■ 



1 -f oa' -f W 



K»-f«’-fi’ l/l -f a'* -f A» 

Cette valeur de cos V est réellement double •, à cause dû 
double signe que peut prendre chacun des deux- radicans 

V r+ â * -f A* ; |/l -f a'* -fi'* 

qui entrent dans les valeurs de cos X cos Y cos Z. Ces doubles 
signes appartiennent l’un à l’angle aigu , l’autre à l’angle obtus 
que forment entr’elles les deux droites que nous avons consi- 
dérées. 

4 /. Les différentes suppositions -que l’on peut fliîre sur 
l’angle V étant introduites dans l’expression générale de cos Y t 
on obtiendra ainsi les conditions qui devront avoir lieu pour 
que cet angle soit tel qu’on le suppose. Veut-on , par exemple -, 
que les deux droites soient perpendiculaires , il faudra fair 8 
?'=Ioo” cos/'=o , et alors l’équation en cos V donnera 

1 -j- aa' -f bb' — o 

c’est la relation nécessaire pour que deux droites soient per- 
pendiculaires entr’ellcs dans l’espace , cc qui peut d’ailleurs 
avoir lieu sans qu’elles se coupent , comme 011 le verra plus 
loin. ~ 

Veut-on, au contraire, que les deux droites soient parallèles, 
il n’y a qu’à écrire que cos V — =b 1 , cc qui donne 

l+an' + bb' 



=*= 1 — 



K 1 + « ’ + b 1 \S\ -fi.” -fi* 
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faisant disparaître le dénominateur du second membre , puis 
élevant les deux membres au carré , et développant, on peut 
mettre le résultat sous la forme 



(a' — a)* + (£'_£)» + (ab' — a’A)* = o 

or , la somme des trois carrés ne peut être nulle , si chacun do 
ces carrés n’est nul en particulier. L’équation à laquelle nous 
venons de parvenir ne peut donc être satisfaite qu’en faisant 



ï' , b—b', ab'zzafb 



Les deux premières ind iquent que les projections des deux d roi tes 
sur les plans des xz et des yz sont parallèles enlr’elles. La 
troisième est une conséquence des deux autres , et elle a lieu 
d’elle-môme quand elles sont satisfaites , en sorte, que tout se 
réduit à satisfaire aux deux premières conditions. 



48. On peut enoore vérifier la valeur générale de cos V par 
cette considération , que si l’une des droites proposées vient à se 
confondre successivement avec l’un des trois axes des x, dcsj> 
ou des- z -5 ces valeurs correspondantes de cos V doivent re * 
donner cos X , cos Y , cos Z , et c’est ce qu’il est aisé de 
vérifier. 

En effet, les équations de l’axe des z sont 

*=° .y = ° 

11 h «,u 

quelle que soit la valeur de z ; les équations 
x = a'z y T=~b'z 
deviendront celles de l’axe des z, si l’on a 

a’z sx o b'z o 



sans attribuer à z de valeur particulière ; ce qui exige que l’on 
ait 

. . • ■ • <i' = 0 V s± o 
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substituant ces valeurs dans cos V, son expression se réduit à 



= — = cos Z. 

Wi + a % + 6 » 

, f. ' 

Les équations de l’axe des x sont 




Pour que / et s soient nuis , quel que soit x , il faut que l’on 
ait 




Divisant par a' les deux termes de la fraction qui représente 
cos V, elle devient 



co s V — 



x IV 

— 4- a 4- 

V ' — ni 



y/i+a'+b * y / ~~jfï + 1 + -^ 7 » 



faisant 



l 




O 




co s V sr — — == co s X 

Ki -f-a*+£* 



on trouvera de même 

co s JT s= . . ^ ■ — • 

J/l +<*’+*• * 

Et en effet, ces valeurs s’accordent avec celles que nous 
avons trouvées dans le numéro précédent. 



49 . Enfin , il est facile de vérifier directement ces résultats 
par une construction géométrique ( fig. 23 ) ; car , si d’un point 
quelconque M ’ , situé sur une droite AM qui passe par l’ori- 
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gine , on abaisse les perpendiculaires MM 1 , MM" , MM 11 ', 
sur les trois plans coordonnés , les triangles AMM', AMM" , 
AMM’", seront rectangles , le premier en M' , le second 
en M" , le troisième en M "' , et ils donneront 



cos Z — 



MM' 

HW 



co s Y— 



MM" 

AM 



co s X — 



MM'" 

AM 



Or MM' , MM" , MM”' , sont respectivement égaux à 
x ,y, z; de plus, AM — K x % -\-y % + z*. On a donc 



z y x 

cos Z — — — cos Yz=. — — — ’ — cosX = — — i * 

l/ x ‘+y‘+z* l/ x *+y+ 2 ‘ I /x'+y'+z*- 

Le point M étant sur la droite , ses coordonnées sont assu- 
jetties aux équations x — az , y =z bz. En vertu de ces rela- 
tions , les variables x,y , z , disparaissent des formules pré- 
cédentes , qui donnent ainsi 

i b a 

cos Z ~ — — cos Y~ — — cos X ~ — ■ ■ 

\ K-f-a’-H' Kl +a*+6> Kl +a*+&* 

valeurs absolument semblables à celles que nous avons trouvées 
plus haut. • 

50. Il est visible que les angles Z , Y , X, sont complémens 
des angles MAM' , MAM". , MAM'" , que fait la droite AM 
avec les plans , coordonnés ; on aura donc , en nommant 
ceux-ci 17', U", U’”, 

sin U 1 — — 1 — sin U’ = — ^ — sin U"’ — — — ~ a — 

Kl-fa’+ô’ Ki+a’+è* K.+a'+i’ 

Ce sont les sinus des angles que forme une droite quelconque 
avec les plans des xy , des xz et des^z. 

51. Trouver les conditions nécessaires pour que deux droites 
se coupent dans l’espace ; et, lorsque ces conditions sont rem- 
plies, trouver leur point d’intersection. 
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Soient x = az -j- « x= a' z - j- «' 

yx=bz + /S y = b'z+/i'. 

les équations des droites données : si elles se coupent , le» 
coordonnées du point d’intersection devront satisfaire aux équa- 
tions de l’une et de l’autre. Ainsi -, èn nommant xf.,y', z', ces 
coordonnées , il faudra qu’on ait en même temps 



zc' = 02 * -|- a x’ = a' z 1 -f- *' 

y 1 =zbz' 1 9 y’ — b‘ z' -f- /S'- 

Ces quatre équatiofis étant plus que suffisantes pour déterminer 
les trois inconnues x' , y'. , a' , conduiront à une équation de 
condition entre lçs seules quantités a , b , « , fi ; a ' , *' , fit, 

qui déterminent la position des droites : en effet , en élimi- 
nant d’abord x' et y' , on trouve 

(a — a' ) z’ -f- « — a' — o ( b — - b ' ) z[ -|- fi — f}' — o , 

et ensuite , en éliminant z' , 

( a — a 1 ') (&—■&') — (« — * r ) (b — b')=o r 

C’est la condition nécessaire pour que les deux droites se cou- 
pent : si elle est remplie , il suffira de considérer trois quel- 
conques des équations précédentes, pour avoir les valeurs 
de x' , y' , z' , qui seront 





a*’ — a'* 
a — a 1 






bn'-b'fi 
b— b 1 ' 



Ces valeurs deviennent infinies lorsque à = a 1 et b = b'\ alors - 
l’équation de condition est vérifiée : ainsi les droites Se coupent , 
mais leur point d’intersection est infiniment éloigné, et il est 
visible , en effet , que dans ce cas elles sont parallèles. 

L’équation de condition que nous venons de trouver dan» 
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cet article pour que deux droites se coupent dans l'espace , est 
différente de l’équation ■ 

1 + <*«’ + bi' = o 

trouvée dans le n”. 47 pour exprimer qUo deux droites sont 
perpendiculaires l’une à l’autre. La seconde de ces deux con- 
ditions peut donc être satisfaite indépendamment de la pre- 
mière j et ainsi comme nous l’avons annoncé dans le n°. 45 , 
deux droites peuvent être perpendiculaires entr’elles dans 
l’espace sans se couper. 

A l’aide des formules précédentes on peut résoudre toutes 
les questions de géométrie qui ne sont relatives qu’à la ligne 
droite. 

5a. La même méthode servirait en général pour trouver les 
points d’intersection de deux courbes dont les projections se- 
raient données ; car’ ces points étant communs aux deux 
courbes, leurs coordonnées devraient satisfaire à-la-fois aux 
équations qui les représentent , c’est-à-dire aux équations de 
leurs projections. Cette considération donnera généralement 
quatre équations entre les trois variables x', y ', z' , c’est-à-dire 
une de plus qu’il n’en faut pour les déterminer. Ainsi , en éli- 
minant ces variables , on parviendra à une équation de condi- 
tion qui devra être satisfaite pour que les deux courbes 
puissent se couper, et cette équation exprimera les relations 
qui doivent exister pour cet objet entre les quantités constantes 
qui. déterminent la forme des deux courbes, et leurs positions 
dans l’espace. 

Quoique la méthode précédente soit exacte, elle a besoin de 
quelques développcmcns. Elle donne bien la condition néces- 
saire pour que deux courbes se rencontrent dans l’espace ; 
mais on n’y a pas eu égard au nombre des points d’inter- 
section. 
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Soient x s= ç (z) y = (z) 

les deux équations des projections de la première courbe , et 
x = <p'(z) y=V(z) . 

celles de la seconde , les caractéristiques p , 4 < , <p' , d'* j dési- 
gnant des fonctions quelconques de s , ces quatre équations 
devront subsister en même temps pour les points d’intersec- 
tion des deux courbes : cette considération donne d’abord 

(0 <p (*) = (*) ; + (*) = 4 '(*) ; (*) 

en éliminant s entre les deux dernières , on aura l’équation de 
condition dont nous avons parlé. Four bien comprendre l’usage 
de cette équation , il faut distinguer deux cas : i°. celui où , 
connaissant toutes les constantes qui entrent dans les équations 
des deux courbes , on demande de déterminer leurs points 
d’intersection; 2 0 . celui où ces constantes étant arbitraires, on 
demande d’établir entr’clles les relations nécessaires pour que 
les deux courbes aient un nombre de points d’intersection dé- 
miné. 

Dans le premier cas, les équations de conditions (1) et (2) 
sont complètement connues , et les valeurs de tous leurs coeffi- 
ciens sont données. On cherchera leur plus grand commun di- 
viseur , et en l’égalant à zéro , on aura une équation en z qui , 
par la résolution , fera connaître toutes les valeurs de z qui 
pourront être communes aux deux courbes. 

Ces valeurs étant connues , on substituera successivement 
chacune d’elles dans les équations des deux courbes données , 
et on les résoudra par rapport aux variables x et y.- Toutes les 
valeurs réelles de ces variables, qui seront les mêmes pour les 
deux courbes, indiqueront autant de points d’intersection réels; 
et en répétant la même opération pour toutes les valeurs de s 
déduites des équations (1) et (2) par le moyen du plus grand 
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commun diviseur , on aura tous les points d’intersection des 
deux courbes sans aucune exception. 

Si , au contraire , les constantes qui entrent dans les équa- 
tions des deux courbes n’étaient pas données , il faudrait pro- 
fiter de cette indétermination pour établir entre les équations 
(1) et (2) un commun diviseur de tel ordre que l’on voudrait 
assigner. Si l’on ne peut disposer que d’une seule constante , on 
ne pourra établir ainsi qu’un diviseur commun du premier de- 
gré; mais sil’on peutdisposer de deux oude trois, ou d’un plus 
grand nombre de ces constantes, on pourra établir un diviseur 
commun d’un ordre progressivement plus élevé. Mais ces con- 
ditions, quoique indispensables à établir, ne suffiront pas encore 
pour assurer que le nombre d’intersections demandé existera 
réellement. Il faudra essayer sur les équations ainsi modifiées 
les valeurs de 2 données par le diviseur commun que l’on aura 
établi , en déduire les valeurs de x et de y , et voir si elles 
sont les mêmes et réelles pour les deux courbes. 

Pour représenter ces conditions par la géométrie , il faut 
considérer que les valeurs de 2 qui satisfont à l’équation (1) 
donnent les points qui peuvent être communs aux projections 
des deux courbes sur le plan des xz , ou plutôt elles font con- 
naître les ordonnées 2 qui leur appartiennent. L’équation (2) 
exprime une condition analogue pour les projections relatives 
au plan des y s. Mais cela ne suffit pas encore pour que les deux 
courbes se rencontrent dans l’espace. Il faut que les points où 
les projections se rencontrent correspondent à un même point 
de l’espace , c’est-à-dire qu’ils se trouvent deux à deux sur un 
même plan projetant. 

Du Plan. 

53 . On a vu plus haut qu’une ligne courbe est caractérisée 
lorsque l’on a une équation qui exprime la relation qui doit 
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exister entre les abscisses et les ordonnées de chacun de ses 
points : il en est de même des surfaces ; leur nature est déter- 
minée quand on a une équation entre les coordonnées x , y, z, 
des points qui leur appartiennent ; car , en se donnant à volonté 
les valeurs de deux de ces variables , l’équation fera connaître la 
valeur de la troisième , et 1« point dont elles seront Ica coor- 
données sera sur la surface , et non ailleurs.. 

Si , par exemple , on se donne des valeurs de x et de y , 
que nous représenterons par 



x a y = b , 

en prenant sur les axes des x et des y AP ~ a , AQ — b , et 
menant les parallèles PM’ , QM' , à ces axes , on déterminera 
le point M’ , qui sera la projection du point cherché sur le 
plan des x , y ( fig. 18 ) ; l’équation , donnant ensuite la valeur 
correspondante de?, détermine la longueur de l’ordonnée MM’ , 
et par conséquent la position du point M de la surface. Il suit 
de la qu’une équation entre trois variables x , y , z , repré- 
sente une surface , de même qu’une équation entre deux va- 
riables représente une ligne ; et l’on dit que la surface est 
continue ou discontinue, suivant que toutes ses parties sont ou 
ne sont pas assujetties à une même équation. 

54. Cela pose , cherchons la relation qui doit exister entre 
les coordonnées x , y , z , pour -que celte surface soit un 
plan. 

La manière la plus simple de concevoir la génération 
d’une surface plane , c’est de la regarder comme le lieu de 
toutes les perpendiculaires menées à une ipême droite par un 
de ses points. Soient x' , y' , z' , les coordonnées de ce point , 
on aura 

sr — - x'=za ( z — s'il , , . . , , .. 

, , , , ' > pour les équations de la droite. 

/ — y = b ( z — *' ) j 1 . 
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Celle* il’uae droite qui passera par le même point seront 
* — x 1 =z a? (z — -V) 
y — y' — b'{ z— z’); 

et si cette droite est perpendiculaire à la précédente , on 
aura ( n*. 47 ) 

i -f- cuJ -f- bb 1 o ; 

«' et V. sont constantes pour une même perpendiculaire , mais 
variables d’une perpendiculaire à une autre. Si donc on met 
dans la dernière équation, pour ces quantités , leurs valeurs 
en s , y, z , tirées des deux précédentes , le résultat n’indiquera 
plus laquelle des perpendiculaires on a considérée; il n’appar- 
tiendra par conséquent à aucune d’elles en particulier, mais il 
exprimera une relation qui leur convient à toutes : cette rela- 
tion sera donc celle qui doit exister entre les coordonnées du 
plan qui les contient. L’élimination donne 

y . 

s-î'+ats-r'l + ^ty -/)- 0 > 

et comme les quantités a , b , qui déterminent la position 
de la première droite , sont absolument arbitraires , ainsi 
que x ' , y ' , s* , cette équation peut servir à représenter un plan 
quelconque. 

En y faisant x zso y — o , 

elle donne s = *' + ax' + by*. 

C’est la valeur de l’ordonnée AC du plan à l’origine ( fig 34 ). 
En la représentant par c , l'équation du plan devient 

s-f-ax -j - by — c = o, 

et l’on voit qu’elle est linéaire par rapport aux variables x,y, z. 
Elle renferme trois coefficiens constans et arbitraires, a , b, c, 
parce qu’il faut en général trois conditions pour déterminer la 
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position d’un plan dans l’espace. Si c = o , le plan passe par 
l’origine même des coordonnées. 

En faisant y = o , on aura l’intersection CD du plan avec 
celui des xz ( tig. 24 ) ; car c’est la propriété commune à tous 
les points qui y sont situés. Il viendra ainsi 

y = o s-j-ajc — c=ro 

pour les équations de cette intersection : la première exprime 
que sa projection sur le plan des xy est l’axe des x lui-même j 
et cela doit être ainsi , puisque cette intersection est toute en- 
tière dans le plan des xz. La tangente trigonométrique de 
l’angle que cette droite forme avec l’axe des x , est représentée 
par — a ( n°. 28 ) . 

En faisant de même * = o , on obtiendra l’intersection CD 1 
du plan avec celui des yz , et ses équations seront 

x = o z + by — c = o. 

La tangente trigonométrique de l’angle que celte ligne forme 
avec l’axe des y , est représentée par — b. 

Enfin , en faisant z = o , on obtiendra l’intersection DD' 

du plan avec celui des xy , et elle aura pour équations 

\ 

z = o ax -J- by — c=o 

Ces intersections se nomment aussi les traces du plan. 

Considérons d’abord les deux premières : en y suppo- 
sant y = o , xx= o , elles donnent toutes deux pour 2 la même 
valeur z=«. Ces droites passent donc toutes deux par un 
même point C de l’axe des z , l’ordonnée AC de ce point étant 
- égale à c. 

Les projections de la droite à laquelle le plan est perpen- 
diculaire , ont pour équations 

*— *' = «(2 — z') y — y ’ = 6(2 — 2''). 
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En Iss comparant avec celles des traces mises sous la forme 




on voit (n°. 3a } qu’elles leur sont respectivement perpendicu- 
laires; d’où il suit que, lorsqu’un plan est perpendiculaire à 
une- droite dans l’espace, les projections de la droite sont per- 
pendiculaires aux traces du plan : c’est ce qu’il est facile do 
démontrer par la géométrie. Car , si une droite est perpendi- 
culaire à un plan , les plans projetons de celte droite sont per- 
pendiculaires à ce plan et aux plans coordonnés : ils sont par 
conséquent pejprndiçulaires- aux «races du plan proposé. Ces 
traccsdoivent doncétre aussi perpendiculaires aux intersections 
des plans projelans avec les plans coordonnés, c’est-à-dire aux 
projections de la droite. 1 l. ' ’ 

En faisants = o dans les équations des traces CD, CD’, 
relatives aux plans des xz et des yz , elles donnent 

. L .. ;ul . : . e-::. ,i t . .i . •/. 

c , , 

z— o y — o * =s pour la première ; 

2 = o x = o , /.= pour la seconde. 

■ ■ • t ■ * , * i - ■ ; 

Ce sont les coordonnées des points D, D ' , où ces traces coupent 
les axe» des* et des/ ; et ces coordonnées satisfont aux équa- 
tions de la troisième trace DD ' , qui.gont . 

2=0 ax -f- by — c— o, 

parce que cette trace passe par les points d’intersection des y? 

axes AX , AY , avec les deux autres traces. 

On peutaussi parvenir à l’équation du plan, én le concevant 
' engend ré par le mouvement d’une des traces, qui glisse sur . 
l’autre en restant parallèle à elle-même; car, soient 

5 



Digitized by Google 




CB 



PRELIMINAIRES. 



y =. o , z -f- ax — c s= o les équations de la trace CI)' sut 

le plan des *3 , 

x — o , z by — c — o celles de la trace CD 1 sur le 

plan desj'z. 

C’est la forme la plus générale qu’elles puissent avoir , puis* 
qu’elles doivent se couper sur l’axe des z. Si la seconde se 
meut parallèlement à elle -même, elle aura, d.-.ns une 
quelconque de ses positions EF, des équations do cette forme ' 

*=« s +l>y — P — o , 1 

u. et /3 étant constantes pour la même position , et variables 
d’une position à l’autre. La première de ces deux équations in- 
dique que la droite reste toujours parallèle au plan des yz ; la 
seconde , que sa projection sur ce plan est parallèle à la trace 
dpnnée., ' . , . 1 • i : 

En faisant^ = o , on aura le point E , où la trace , dans son 
mouvement , rencontre le plan des a- et z ; ses coordonnées 
seront / 

x = * z == /3 

Pour qüe ce point d’intersection se trouve sur la trace CD , 
il faut qu’il y ait entre ses coordonnées la relation 

. . i , ; ’ . « • 1 * 

- z -j- ax — c = o 

exprimée par l’équation da- cette trace ; ce qui établit entre « 
et /3 la condition 

/3 -j- a * — c — O. 

Ainsi , dans toutes les positions de la droite génératrice , il 
existe entre les coordonnées d’un quelconque de. ses points les 
équations suivantes : 

xz=z» z by — /3 = o- /3 -J- a » car ».- 
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Si l’on élimine entr’clles a et $ , on obtiendra un résultat 
indépendant de ces quantités , qui , convenant toujours aux 
points situés sur la droite génératrice , et n’étant plus particu- 
lier pour une de ses positions , appartiendra au plan qu’elle 
décrit. Cette élimination donne 

= -f- ay -f- by — c “ o 

pour l’équation du plan; ce qui s’accorde avec ce qüe nous 
avons trouvé plus haut. 

55 . On voit aussi , par cette méthode, que l’équation du 
plan restera toujours du premier degré , par rapport aux va- 
riables x ,y , t , lors même que ces variables représenteraient 
des coordonnées obliques ; car quelle que soit l’inclinaison des 
coordonnées, les équations des deux droites génératrices seront 
toujours du premier degré en x , y , x ( n®. 25 ) , et le raison- 
nement par lequel l’équation dü plan se déduit de ses traces , 
6era toujours le même dans tous les cas. 

56 . Les deux exemples précédens , quoique fort simples , 
suffisent pour faire concevoir comment on pcutlrOnvér en gé-’ 
néral l’équation d’une surface , lorsqu’on sait qu’elle peut être 
engendréé par une ligne courbe qui glissé sur une aiitre ligné 
suivant des conditions données. 

En effet , pour qu’une des deux courbes puisse être considé- 
rée comme mobile , il faut qué sa position ne soit pas' complè- 
tement déterminée. Il est dotic nécessaire qu’il entre dans soit 
«quation quelque constante arbitraire qui puisse prendre diffe - 
rentes valeurs relatives à ses différentes positions.Telles étaient, 
dans lé problème précédent , les quantités « ét/3 qui dépen- 
daient de la position dé-la droite génératrice. 

Or , dans chaque position dés deux courbes , il existe tfné 
équation dé condition qui doit être satisfaite pour qu'elles 
puissent sc rencontrer (n°. 52 ) : et cette équation indique 
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les rapports qui doivent exister pour cet effet entre les quan- 
tités constantes qui déterminent leurs positions respectives. Si 
on laisse subsister -cette équation de condition , et qu on en 
chasse deux de ces quantités constantes par la substitution de 
leurs valeurs en fonction des variables x, y , 2 , tirées des équa- 
tions des deux courbes , le résultat , dégagé de ccs constantes , 
deviendra indépendant de la position particulière que 1 on avait 
considérée d’abord : il appartiendra donc à tous les points de 
l’espace , dont les coordonnées x , y , s, sont telles , qu’ils 
sc trouvent sur l’une ou l’autre des deux courbes , lorsque 
ces courbes sont placées de manière à pouvoir se rencontrer. 

Si les deux équations de la courbe mobile ne renferment que 
deux constantes arbitraires , telles que « et /3 dans le problème 
précédent , l’équation de condition , débarrassée de ccs cons- 
tantes par l’élimination , ne contiendra plus que les variable* 
x , y , x, et des quantités connues : elle représentera par con- 
séquent une surface engendrée par la courbe mobile. 

Mais si les deux équations de cette courbe contiennent plus 
de deux constantes arbitraires , on ne pourra pas, en général, 
les chasser toutes à-la-fois de l'équation de condition : par 
conséquent , le résultat en x, y ,z, donnera autant (Je sur- 
faces différentes que l’on pourra donner dé valeurs aux cons- 
tantes arbitraires qui n’ont pu être éliminées. 

Ainsi., dans ce cas , l’équation finale représentera une suito 
de surfaces , ou le lieu solide de tous les points de l’espace qui 
peuvent se trouver sur la courbe génératrice dans son mouve- 
ment. 

Çcla serait arrivé , par exemple , dans le problème précé- 
dent , si les quantités a et b , qui déterminent la direction de 
, l a droite génératrice , eussent pu être quelconques , au lieu de 
rester constamment les mêmes. Alors la génératrice , au lieu 
de rester parallèle à elle-même , aurait pu prendre toutes le* 
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directions possibles autour do chaque point de la droite fixe ; 
et de là serait résulté, non pas une surface plane, mais un so- 
lide qui aurait compris tous les points de l’espace , et se serait 
étendu à l’infini dans tous les sens. 

Pour ne laisser aucune incertitude dans l’emploi de ces 
considérations générales , nous allons en faire l’applicatioa 
particulière à la recherche des surfaces engendrées par le mou- 
vement d’une ligne droite. 

Soient donc généralement 

.r = as -|- *. 
y =z bs ■+ 1 3 

les équations d’une ligne droite quelconque , tant que le*, 
quatre quantités a b « 0 ne sont pas données , la position delà 
droite dans l’espace est absolument indéterminée : on sait seu- 
lement que tous les points qui la composent ont e’ntr’eux le 
rapport de situation que la ligne droite exige. 

Si l’on établissait entre ces quantités une équation de condi- 
tion à laquelle elles dussent satisfaire , l’indétermination serait 
moindre. Car , parmi toutes les droites possibles , il y en au- 
rait déjà qui ne pourraient pas satisfaire à cette condition. Si 
l’on se donnait ainsi deux équations de condition , l’indétermi- 
nation deviendrait moindre encore. Cependant deux dcsquatfe- 
quantités a b * 0 resteraient encore arbitraires , et le lieu de 
toutes les droites qui rempliraient les conditions assignées for- 
merait un solide. Ajoutons encore une condition de plus , il ne 
resterait plus qu’une des quatre quantités d’arbitraire . le lieu- 
des droites qui satisferaient à ces trois relations formerait une- 
surface ; enfin , avec quatre équations de condition , les quatre- 
arbtraires se trouveraient complètement déterminées , et il n’y 
aurait plus qu’un certain nombre fini et limité de droites qui :a— 
tisfurait au problème avec toutes ces restrictions. 
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•’7* Afin tle rendre les calculs symétriques , nous mettrons 
l’équation du plan sous cette forme : 

Ax 4” By -f* Cs -4- D = o , 

Jui n est pas plus generale que la précédente, avec laquelle elle 
coïncide lorsqu’elle est divisée par C : c’est l’équation complète 
du premier degré entre trois variables, 

68. Ou peut reconnaître à posteriori, et d’après la nature de 
cette équation , qu’elle appartient à une surface plane ; car une 
ligne droite monée par deux points quelconques pris sur celte 
surface, coïncidera avec elle dans toute son étendue. En effet, 
les équations de cette droite seront de la forme 

X X= <13 -j- <* 
y = bz -(- p. 

Soient x', y’, z', les coordonnées d’un des points qui y sont 
situés , ces coordonnées auront entr’elles les relations expri- 
mées par les équations précédentes , c’est-à-dire 

*'.= az' -j- a 

y = bz' + o. 

Mais , déplus , si ce point se trouve aussi sur la surface qui a 
pour équation 

Ax + By + Cz -j- ï) = o , 

il faudra que ses coordonnées satisfassent aussi à celte équation j 
en sorte qu’on ait 

Ax’ + By'+ Cz' + D = o, 

du en mettant pour x 1 et y f leurs valeurs az f -f- a, bz 1 fi. 

( sia -f- Bb -f- C) z* -f- sia -}- B fi ’jr D o* 



> 
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C’est l’équation de condition nécessaire pour que la droite ait 
un point de commun avec la surface dont il s’agit. 

Soient de même x" , y", c", les coordonnées d’un autre point 
commun à la droite et à la surface , on en tirera encore la 
condition 

(Au + Bb + C) z" + A* + Bfi + D = o. 

Cette équation ne peut pas subsister en même temps que la 
précédente, à moins qu’on n’ait séparément 

Au -j- Bb C— o A *c -|— B fi D ™ o. 

Ce sont les équations de condition nécessaires pour que la 
droite ait deux points communs avec la surface. 

Mais si les valeurs des cocfSciens a , b , * , fi , sont tell» s 
que ces deux conditions soient satisfaites, tous les autres points 
de la droite lui seront aussi communs avec la surface ; car , 
soient x' u ,y " , s'", les coordonnées d’un quelconque de ci s 
points , pour qu’il se trouve aussi sur la surface , il faut 
qu’on ait 

(Aa + Bb+ C) z>" + Au + BQ + D = o. 

Or celte équation est satisfaite d’elle-méme en vertu des deux 
précédentes , et par conséquent le point dont il s’agit est réelle- 
ment commun à la surface et à la droite. 

Ce résultat étant général, il s’ensuit que toute droite qui 
aura deux points communs avec la surface dont l’équation est 

Ax •+■ By -f- Cz -J- D = o , 

coïncidera avec elle dans toute son étendue; et par conséquent 
cette surface est plane. 

5g. En faisant y — o , on a 

A* -j- Cs D zszo 
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pour l’équation de la trace CD sur le plan des xz ( fig. 24 ) : 
si le plan proposé est perpendiculaire au plan desyz , cette trace 
devra être parallèle à l’axe des x; son équation sera par con- 
séquent de la forme z = constante , ce qui exige que A soit 
nul ; l’équation du plan devient alors 

By + Cz+D = o 

et n’est plus qu’entre z et y ; ce qui s’accorde avec ce que noua 
avons vu dans le ( n°. 41 ). 

On trouverait de inéiiic que , si le plan proposé est perpen- ' 
diculaire à celui des xz , on doit avoir B — o, parce que 
sa trace sur le plan des yz devient parallèle à l’axe des y. 
Ainsi 

Ax+ Cz+ D=zo 

est l’cquation d'un plan perpendiculaire à celui des xz. 

Enfin , pour que le plan soit perpendiculaire à celui des xy, 
il faut qu’on ait C = o; ce qui donne pour son équation 

Ax -f- By -f- D — o. 

Il est aisé de voir que ces différentes formes résultent de 

A JB 

ce que les quantités — 7 J"> représentent les tan- 

gentes trigonometriques des angles que forment avec les axes 
des x et des y les traces du plan proposé sur ceux des xz et 
des yz 

Nous nous proposerons .relativement au plan , une suite de 
questions analogues à celles que la ligne droite nous a pré- 
sentées. 

60. Trouver les équations d’un plan qui passe par trois 
points donnes. 

Soient x' , y' , z' , x" , y" , z" , x'" , y'" , z'" , les coor- 
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données de ces points , l’équation du plan cherché sera de 
cette forme 

Ax+By + C* + Z» = o; 

et , puisque les points donnés doivent y être compris , il 
devra exister entre les coefficiens A , B , C , D , les relations 
suivantes : 

Ax' + By' + Ci' -f D = » 

Ax" 4- By" + Cz"+ Dz= o 
Ax"’+ By'"+ Cz' u + D = o. 

Ces trois équations , qui sont du premier degré par rapport aux 
coordonnées des points proposés, donneront pour A^ B , C, 
des expressions de cette forme 

A = A'D B = B'D C— CD , 



A’ , B\ C' , étânt fonctions de ces coordonnées. En substituant 
ces valeurs dans l’équation du plan , D disparaîtra , et l’on 
aura ~ 

A'x +B'y+ C'z+i =o. 



résultat qui satisfera aux conditions demandées. 

6jç. Trouver l’intersection de deux plans. 
Soient 



Ax + B y + Cz -f- D — o 1 
A'x + B’y + C'z+D'=o f 



les équations de ces plans ; 



elles devront avoir lieu en même- temps pour les poÿits qui 
sont communs aux deux plans. On pourra donc déterminer ces 
points en combinant les deux équations précédentes. 

Si l’on élimine entr’elles une des variables , z par exemple , 
le résultat 



{AC' - A'C") x + ( BC' — B'C)y + {DC'~ D'C) —o, 
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appartiendra à une ligne -droite; et, comme la relation qu'il 
exprime a lieu seulement entre les coordonnées x et y des 
points situés sur l’intersection commune des deux plans , cette 
ligne sera la projection de cette intersection sur le plan des xy. 

On prouvera de la même manière que , si l’on élimine 
y ou x entre les équations des deux plans, le résultat appar- 
tiendra à la projection de l’intersection sur le plan des xz 
ou des yz. 

Ca. Oénéralement, pour trouver les points d’intersection 
de deux surfaces quelconques , il faudra dire que leurs équa- 
tions , qui sont en x, y, z, ont lieu en meme-temps ; et en éli- 
minant entr’elles x ou y ou z , les équations que l’on obtiendra, 
et qui seront entre deux variables , seront celles de la projec- 
tion de l’intersection des deux surfaces sur les plans des yz , 
des xz ou des xy. 

Si l’on avait ainsi trois équations entre les trois variables 
x ,y, z, et que ces équations dussent subsister en même- temps, 
c'est-à-dire être satisfaites par les mêmes valeurs de ces va- 
riables , il faudrait encore employer l’élimination pour les 
obtenir. Ces valeurs seraient donc complètement déterminées ; 
et comme elles appartiendraient à-la-fois aux trois équation* 
ou aux trois surfaces , elles représenteraient évidemment les 
coordonnées du point ou des points dans lesquels ces surfaces 
sc coupent. 

Tout ceci n’est que la généralisation de ce que nous avons 
remarqué plus haut relativement à la combinaison des lor- 
mules analytiques qui doivent avoir lieu simultanément. Le 
résultat de l’élimination donne tout ce qui peut être commun 
aux formules que l’on a combinées. 

G3. Trouver les conditions nécessaires pour que deux plans 
soient parallèles entr’eux. 
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. Soient 

Ax -j- By Cz -J- D z; o A' x -}■ B 1 y -j" ^ ■[• P* — o 

^les équations de ces plans ; s’ils sont parallèles , leurs intersec- 
tions avec les plans coordonnés seront respectivement parallèles: 
en faisant successivement *=o, y = o, z — o , pour avoir 
les équations de ces traces , on trouve , pour les conditions 
demandées ( n°. 3i ) , 

a _ A< JL — IL JL — JL- 

c ~~ c c ~ c B ~~ B' ' 

et l’on voit que deux quelconques d’entr’elles comportent la 
troisième. ’ . 

Ces conditions auraient pu se déduire directement , et d’une 
manière plus élégante , de la condition trouvée plus haut , 
n". 61 , entre les équations de deux plans qui se coupent. Nous 
avons vu alors qu-’en éliminant z entr’elles , on trouve 

{AC — A'C)x + {BC — BC’) y + {DC- DC')=o 

çelte équation qui représente une ligne droite , appartient à 
l’intersection des deux plans. Elle représente sa projection sur 
le plan des xy. Si les deux plans sont parallèles il faut que cette 
intersection n’existe pas ; il faut donc que l’équation précédente 
ne puisse être satisfaite par aucune valeur de x et d cy. Le seul 
moyen pour qu’il en soit ainsi, c’est de faire disparaître x et y 
de cette équation, car tant que les variables x,y, resteront , 
comme elles sont tout-à-fait arbitraires et qu’elles n’y entrent 
qu’au premier degré, on pourrait toujours leur donner des 
valeurs telles que l’équation fut satisfaite. Il faut donc rendre 
leurs coefficiens nuis, ce qui donne 

AC' — A'C = o BC—B'C= o, 
conditions qui s’accordent en effet avec celles que nous avions 
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déduites de la géométrie. On peut voir par cet exemple et par 
celui du n°. 45 , combien les conditions d’indépendance sont 
utiles lorsqu’on peut les introduire dans les questions géomé- 
triques. 

64. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droits 
soit parallèle à un plan. 

Soient xz= az 4 - * 1 , . . , , , 

. . > les équations 00 la uroil® • 

y = bz -f £ J 

Ax -\-By-\- Cz + D — o l’équation du plan. 

Par l’origine des coordonnées menons une droite et un plan 
respectivement parallèles , leurs équations seront 

x — ax Ax + By -j- Cz = o. 

y — bz 

Pour que les conditions demandées soient remplies , il faut 
que cette droite , qui a un point de commun avec le plan, 
coïncide avec lui dans toute son étendue : l’équation du plan 
doit donc être satisfaite , quelle que soit a , par les valeurs de 
* et de y , tirées des équations de la droite ; ce qui exige qu’on 
ait 

t Aa -|- Bb C — o. 

C’est la condition nécessaire pour qu’une droite soit parallèle à 
un plan. 

On peut encore arriver à ce résultat parla condition d’indé- 
pendance. Supposons que la droite et le plan se rencontrent , les 
ar.yz pourront être regardés comme communs entr’eux dans le 
point d’intersection. Prenant donc x et .y dans l’équation de la 
droite pour les mettre dans celle du plan, et réunissant le» 
termes en s, il viendra 

\Aa -J- Bb -f-Ç } z -f- Ax -f- BfS B = o, 
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c’est la condition nécessaire pour qu’une droite et un plan se 
coupent. Si l’on veut la rendre impossible , il faut en faire 
disparaître la variable arbitraire z , en rendant son coefficient 
nul; ce qui donne, comme ci-dessus, 

Aa + Bb + C — o. 

65. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite 
soit perpendiculaire à un, plan , et donner l’expression de la 
distance du plan à un point quelconque de la perpendiculaire. 

Soient z = nz + « ■» , , . , , . 

^, 2 ^ | les équations de la droite ; 

Ax -f- By -f- Cz D s= o celle du plan. 

Pour que les conditions demandées soient remplies , il faut 
( n°. 54 ) que les projections de la droite soient perpendicu- 
laires aux traces du plan : or, en faisant successivement 
y = o , x = o , dans l’équation qui le représente , on trquve 

Ax Cx -\- D —o t 
équation de la trace sur le plan des xz , 
et By + Cz + D = o , 

équation de la trace sur le plan des j-z. 

Pour que ces droites soient perpendiculaires aux précédentes , 
il faut qu’on ait ( n°. 32 ) 

A = aC B ~bC } 

ce sont les conditions demandées. 

Si la perpendiculaire passe par un point dont les coordon- 
nées soient x',y, ses équations deviendront 

x-r-x' = a(z-!-z') 
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Pour trouver le point où elle rèncontre le plan, il fendra 
combiner ces équations avec celles du plan , que, pour plus de 
commodité , nous mettrons sous la forme suivante 



A{x-x') + B(y— /)+ C(a— *') + #'=o. 
En faisant 

D' — D + A* + By>+ Ci’, 

alors l’climinalion donne 

. v.. * i >- ‘ 



Aa -f- Bb -(- C 



, aüf ’ 

x — x' — — 

Au Bb -f- C 

, bD' 

y. y— Aa+Bb+c* 

A 

ou , en substituant pour a , b y leurs valeurs 

e * - G 

résultent de ce que la droite est perpendiculaire ^ 



B 

— ,qm 




CD’ 

A ’ + Zi* + C’ 
AD’ 

A' + B' + C* 
BD’ 

A* + B % + C* 



I 



x , y, x , sont les- coordonnées du point d’intersection. Sa dis- 
tance à celui dont les coordonnées sont x‘,y' , z', sera ( n°. ^o ) 



«/(*-*' r + (y-/ )’+(*-*')’• 



C’est la portion de la 1 perpendiculaire cherchée : en la repré-» 



/ 
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scnl.int par P, on aura 

P=— D ; 

et en remettant pour D ' sa valeur 

o— -P -M** 

l/A'+B‘ + C’ 

G€. Trouver l’angle de deux plans. . . ' 

Soient 

Ax + By+Cz+D=: o 1 , . 

+ R'y + C'a + D'= o / kS €< l ,lalK),,s dfi “s 

Menons à chacun d’eux une droite perpendiculaire , l’angle 
de ces droites est le même que celui des deux plans. Les équa- 
tions de ces droites étant 

i “ ' ■* 

— aî_ F» x—a'z-^-K 1 

y=aa+/s y=b'z -j- g', 

il faudra , pour qu’elles soient perpendicutatm "aux -plans , 
qu’on ait 

A~ a C B=tbC 

A'±za'C B'==b'C. ’■ 



Langle des deux droites , ou , ce qui revient au même , celui 1 
des deux plans , étant désigné par V y sou cosinus sera 
(n®. 45 ) ... : 

' ' 1 + aa’ + bV 



cos V = 



\A \ + 1 

ou, en mettant pour a, a 1 , b , b', leurs valeurs , 

AA' + BB' + CC> 



eos V : 



IA A‘ + B* -f- Y .4}‘ -Af- m* + Q % 
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Celte expression est indépendante de D et de D' , parce que 
ces quantités , qui expriment les ordonnées a l’origine, n’in- 
fluent pas sur l’inclinaison des plans. 

Si les deux plans sont perpendiculaires l’unà l’autre, on doit 
avoir cos F —o j ce qui donne < 

AA’ + BB’ + CC'=zo^ 

C’est la condition pour que deux plans soient perpendiculaires. 

51 l’un d’eux est le plan même desxj, dont l’équation est s=o, 
on aura 

A’ = o B' — o. 

En nommant V’ la valeur correspondante de F , il viendra 

r „ C 

co s F 1 — — i 

l/A' + B' + C‘ 



C’est le cosinus de l’angle qu’un plan fait avec celui des xy. 

On trouvera, en nommant de même F" et V" les angles 
que le plan fait avec ceux des xz et des yz , 

cos jr» = B — cos V’”~ A ; 

I AA' + B * + C* I SA' + B' + CT 

et ces trois cosinus auront entr’eux la relation. 



cos 5 F' + cos* V" + cos* V”’.— 1 , 
parce que les angles F’ , F” , F 1 " , sont les mêmes que ceux que 
formerait avec les trois axes des coordonnées une ligne droite 
perpendiculaire au plan. 

67. L’expression précédente de cos V peut se transformer 
comme celle de l’article !\ 5 . En effet , si l’on nomme F\ F 1 \F” ; 
W ,U" fÛ 11 ' , les angles que forment les deux plans proposés 
avec ceux des xy , des xz et des yz , il est aisé de voir que 
l’on a 

cos V— co* F 1 cos U> + cos F" cos U"\-cos V "'cos U 
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68. Trouver l’angle d’une droite et d’ün plan. 

Soient x as - I j équations de la droite, 
y = bs+'fi / 4 - ’ 

Ax By -j- Cz -f* D =t o l’équation du plan. 
L’angle que forme une droite avec un plan est le même que 
celui de cette droite avec sa projection sur ce plan : par consé- 
quent, si l’on mène une perpendiculaire au plan, l’angle qu’elle 
fera avec la droite proposée sera le complément de l’angle 
cherché. 



Soient donc 

x — a’z- f- *' 
y — b' s -j- 

on aura (n*. 65 ) 



f | les équations de la perpendiculaire , 



A = a'C 



B = b'C. 



L’angle qu’elle fera avec la droite proposée aura pour cosinus 

1 -f aa' + bU 

+ b* l/l+a n + b '• 

En représentant l’angle cherché par V, ce sera la Valeur d* 
•in V j mettant pour a! et b’ leurs valeurs, on trouve v 

J. + Bi + C 

i/A‘+B‘- j-Ç' 

C’est l’expression du siqus de l’angle que fait une droite avec 
un plan. Si l’on introduit les conditions nécessaires pour que 
celui-ci soit un des plans coordonnés , on retrouvera les mêmes 
valeurs que dans l’article 485 et, si l’on suppose sin y zc . u , 
on aura , comme dans l’article 64 , 

Aa Bb -j. C cr o 

pour la condition que le plan et la droite soient parallèles. 

6 



1 
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Ces préliminaires suffisent pour résoudre toutes les ques- 
tions de géométrie relative* à la ligne droite et au plan. 

' 

De la Discussion des Lignes courbes , et de la 
Transformation des Coordonnées. 

69. En généralisant les principes que nous venons d’expo- 
ser dans les chapitres précédons, on parvient à reconnaître , 
d’après l’équation d’une ligne courbe quelconque , la succession 
de ses points, et la trace qu’ils forment sur un plan ou dans 
l’espace. 

Si l’équation de la courbe est entre deux variables y et x, on 
résout cette équation par rapport à une d’elles. On sait alors 
quelles valeurs cette coordonnée doit avoir, lorsque l’autre est 
pristf à volonté ; et l’on connaît ainsi la suite des points que 
l’équation désûne. 

Mais , si la courbe est donnée par deux équations , chacune 
entre deux variables , c’est-à-dire si elle est donnée par ses 
projections sur deux des plans coordonnés , on opérera sur 
chacune de ces projections suivant la méthode précédente , et 
l’on connaîtra les valeurs de y et de s qui répondent à chaque 
valeur de x : ce qui fixera encore la position successive de 
tous les points. 

Il pourrait arriver que la courbe proposée fut donnée par 
deux équations entre les trois coordonnées y, x , z; car deux 
«quations de ce genre équivalent à deux équations en xy , x* 
ou yx : mais alors , en éliminant successivement une des 
variables entre le* équations données , on retomberait dans lo 
cas précédent. 

La supposition que nous examinons ici est celle où la courbe 
proposée ne serait pas donnée par les intersections des deux 
«urf.tces cylindriques qui la projettent sur les deux plans coor- 
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donnes, mais par deux surfaces d’une autre nature,. dont elle 
devrait aussi être l’intersection. Les équations de .ces deux 
surfaces devant avoir lieu simultanément, et pour les mêmes 
valeurs de x, J,z, il suffirait de les combiner , et d’en éliminer 
successivement x,ouy, ou z, pour avoir les projections de la 
courbe sur les plans coordonnes. ■ 

70. On a vu par ce qui précède , que la forme et la position 
d’une ligne courbe sont toujours exprimées par les relations 
analytiques qui existent entre les coordonnnées de ses dilféren* 
points. C’est pourquoi on a classé les courbes en différons 
ordres , d’après la forme de leurs équations. 

On les divise d’abord en algébi iques et en transcendantes , 
suivant que leur équation , rapportée à des, coordonnées rec- 
tilignes , est elle-même algébrique ou transcendante. 

On classl ensuite les courbes algébriques d’après le degré dé 
leur équation par rapport aux variables qui représentent les 
coordonnées. L’ordre de la courbe est marqué par l’exposant 
de ce degré. 

Par exemple, la ligne droite dont nous nous sommes occupés 
est du premier ordre , parce que son équation est du premier 
degré relativement aux variables x et y. 

Classer ainsi une ligne courbe et déterminer sa position , sa 
nature et sa forme, d’après son équation, c’cst cç qu’on appelle 
la discuter. . ' 

7 1. Cette recherche peut cire presque toujours rendue plus 
facile par des transformations analytiques qui simplifient les 
équations, en faisant évanouir quelques-uns de leurs termes ; 
préparation qui les met en état d’étre discutées plus aisément. 

Représentées par la géométrie , ces transformations ré-* 
viennent à placer la courbe , par rapport aux axes des coor- 
données , de la manière la plus favorable, pour deviner fies 
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sinuosités de son cours. Par exemple , si une circonférence cfe 
cercle est placée d’une manière quelconque par rapport à ces 
axes , l’équation qui liera les abscisses et Iep ordonnées de ses 
différens points' ne peut pas être si simple que si le centre de 
cette circonférence était placé à l’origine même des coordon- 
nées; car, dans ce cas, la courbe serait symétrique par rapport 
à chacun des axes , et il suffirait de suivre son cours dans un 
des quarts de cercle, pour le connaître dans les trois autres. 
Or, on conçoit que cette simplification mettrait plus facilement 
à découvert la forme de la courbe, sa marche, ses propriétés. 

Les méthodes dont il faut faire usage pour arriver à ces 
simplifications doivent donc se réduire à changer la position de 
l’origine et la direction des axes des coordonnées , pour les 
placer de manière qu’en y rapportant l’équation proposée , elle 
se réduise à la forme la plus simple que comporté l’espèce de 
la courbe qu’elle représente. Il suffit de reconnaître ensuite la 
position des nouveaux axes par rapport aux anciens , pour con- 
naître quelle était originairement la position de la courbe par 
rapport à eux. 

On peut de la même manière rapporter les courbes à des 
coordonnées qui ne soient pas rectangulaires : c’est ainsi, quoi- 
que pour un but différent , que nous avons formé , dans 
l’article 24, l’cquation de la ligne droite. 

A 

72. Quand on veut passer ainsi d’un système de coordonnées 
à un autre , on cherche , pour un point quelconque , les valeurs 
des anciennes coordonnées en fonction des nouvelles : en substi- 
..mntces valeurs dans l’équation proposée, elle appartient tou- 
jours aux mêmes points ; mais ces points s’y trouvent rapportés 
aux nouveaux axes. Far conséquent , les propriétés de la courba 
restent toujours les mêmes , et il n’y a de changement que dans 
la manière dont elles sont exprimées. 

* 



/ 
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73 . Ces relations des nouvelles coordonnées avec les an- 
ciennes sont bien faciles à établir loifqu'on ne veut que trans- 
porter l’origine des coordonnées , sans changer la direction des 
axes; et l’on en a déjà vu des exemples dans ce' qui précède. 
En effet , soient A' ( fig. a5 ) la nouvelle origine ; et A' X‘ , 
A 1 Y 1 , les nouveaux axes auxquels on veut rapporter les points 
du plan qui étaient précédemment rapportés aux axes paral- 
lèles AX, A Y, et à l’origine A. Si l’on prend un point quel- 
conque M situé dans l’angle X 1 A 1 Y' , on aura 

AP=AB+BP PM=PP'+P'M=A'B-\-P'M. 

AB et A'. B doivent être donnés ; ce sont les coordonnées de la 
nouvelle origine , et elles expriment sa position par rapport 
aux anciens axes. Si donc on fait AB = a, A' B — b , qu'on 
représente par x , y , les anciennes coordonnées , et par x', y 1 , 
les nouvelles prises dans le même sens , on aura 

x = a + x' y = b+y'. 

Pour que ces équations subsistent encore par rapport aux 
points situés dans l’angle Y' A' x 1 , il faut que l’on y suppose x f 
négatif ; car , pour un quelconque de ces points , tel que m , 
on aura 

A p = AB — A'p* on x— a — A'p' ; 

et il faut alors retrancher la nouvelle abscisse de a , au lieu de 
l’ajouter à cette quantité. Il en sera de même des y ’ , lorsqu'ils 
appartiendront à des points situés du ÇÔtéde l’axe des X' opposé 
aux y positifs : c’est ce que nous avons suffisamment déve- 
loppé dans l’article 19 . 

Nous avons supposé que la'nouvelle origine A' était située 
dans l’angle Y AX , et qu’ainsi ses coordonnées a et b , rela«- 
tives aux uneiens axes , étaient positives. Si nous voulons placer 
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cette origine en A'' dans l’angle xAy , et prendre toujours le* 
nouvelles coordonnées x"tty' dans le même sens, il suffira de 
changer les signes de a et de b dans les formules précédentes , 
et l'on aura 

x = x'—a j— /— b, 

ainsi qu’on peut le trouver directement , en partant de leur 
position actuelle. 

Ces considérations sont conformes aux principes établis dans 
les préliminaires; elles sc réduisent à cette règle générale , que 
lorsqu’on passe d'un système de coordonnées à un autre paral- 
lèle , au moyen des équations 

x = a+x} yx=b-\-y', 

il faut regarder la variation de signe de chaque espèce de 
coordonnées comme répondant aux changeinens do position 
autour de l'origine qui lui est relative; et les quantités « et b, 
qui sont les coordonnées d'une des origines par rapport à 
l’autre , peuvent être rapportées à celui des deux systèmes 
qu’on voudra, . 

C’est en considérant la position de la nouvelle origine par 
rapport A l’ancienne , que nous avons obtenu les équations 
précédentes. Réciproquement , ces équations étant données, 
on pourrait en déduire la position d’un quelconque des deux 
systèmes par rapport à l’autre ; car , en y faisant , par 
exemple, j.’ï=;o , ce qui est le caractère de l'axe des y', on 
aurait v 

* = + « i 

fe qui , en supposant a et b positifs , signifie que l’axe dosj’i 
auquel ce.tle équation appartient ,, est situé du côté des x 
positifs , et à une distance a de leur origine. De même , en 
faisant r’ æv, ce qui est le caractère dfc l’axe des V , on aurait^ 
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relativement à cct axe , ' 1 

y = L; 

c’est-à-dire qu’il est situé dy côté des y positifs , à une dis- 
tance b de leur origine. En faisant , au contraire , x = 0, 
ouj=o , on tro iverait x' = — a, ou y' — — b, qui seraient 
les équations des axes des y et des x par rapport à l’origine 
des y' et des x[. \ 

Ce que nous venons de dire a liçu , quel que soit l’angle 
formé par les axes des coordonnées ; et nous en conclurons 
que , pour passer d’un système quelconque de coordonnées à 
un autre parallèle au précédent , il suffit de faire 

x = a- f-x r y = b-f-y',‘‘" 

• .ai'.-’ rr:.~ 1. ■> , /> ’• 

A et a étant les coordonnée» d’une des origines par rapport à 
l’autre^ En substituant ces valeurs dans une équation quel- 
conque entre x et y , elle se trouvera rapportée aux variables 
y et x'. - . _ • . ‘ 

y 4 . Passons maintenant au cas où l’on fuit varier la direc- 
tion des axes et l’angle qu'ils forment entr’eux ; mais , pou* 
plus de simplicité -, supposons d’abord que l’origine ne varie 
pas , et qu’elle soit commune aux deux systèmes de coordon- 
nées. 

' • . 1 f ' -y * 

Soient donc^y, AX , deux axes des y et des x (fig. 26), 
que nous prendrons rectangulaires. 

Soient AV, A X 1 , deux autres axes qui font enlricux un 
angle quelconque, on demande dépasser du premier système 
de coordonnées au second. 

D’un point quelconque M menons les droites MP , MQ , 
parallèles aux axes des_y et des y , on aura 

AP— x PM=y A—Qx 1 Q—M y 1 
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Il faut, do plus , que la position des nouveaux axes soit don- 
née par rapport aux anciens. 

Soirnt donc l’angle X'AX — * , l’angle VAX — a'. 

Il s’agit de déterminer x et y en fonction de x' et iejr 1 , et 
des quantités connues « et 

j5.. A proprement parler , cette détermination est un vé- 
ritable problème de trigonométrie ; et l’on y parviendrait en 
calculant séparément , par des triangles , les lignes qui com- 
posent les nouvelles coordonnées. Mais , à l’aide d’un artifice 
ingénieux d’analyse , le calcul peut se faire d’une manière 
beaucoup plus élégante, pins facile, et qui n’exige aucune 
construction. 

Cet artifice consiste à prévoir d’avance la forme des rela- 
tions qui doivent exister entre les anciennes et les nouvelles 
coordonnées ; car on peut prouver en général que , lorsqu’on 
pusse d’un système quelconque de coordonnées à un autre , les 
anciennes coordonnées doivent toujours être une fonction li- 
néaire des nouvelles , et réciproquement. 

Eheffc-t , représentons en général les valeurs de x et de y 
par) r • . ... . 

1 ..ai s=sp(A,yy jrsx^{x', y y, 

les signes <f> et 4 . désignant des quantités composées d’une ma- 
nière quelconque en x' et y' , c’est-à-dire , fonctions quel- 
conques des nouvelles coordonnées. 

Si l’on substitue ces valeurs dans l’cquation de la ligne 
droite , qui est toujours de la forme 

yxxax + b. 

clic devient 

4'(*% r') = a.<p(x’,/) + b. 

Or , nous avons vu ( n°. s5) que l’équation de la ligne droite 
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reste toujours du premier degré 1 , quelle que soit 1s direction 
des axes auxquels on la rapporte : il faudra done que l’équation 
précédente se réduise à la forme 

y = a’ as' + b' ; 

et , comme cela doit avoir lieu pour toutes les valeurs pos» 
sibles de a et de b , c’est-à-dire pour toutes les position^ 
possibles de la ligne droite , il faut absolument que les 
fonctions tp et 4' soient elles-mêmes du premier degré en x' 

^ y. 

ij 

76. On voit donc que les valeurs les plus générales que 
puissent'avoir x et y sont tjj^essairement de la forme 

x — ax' -|- a'y -j - c y = bx' -J- h' y' -f- c', 

a,a' ,b , b', c , c', étant des constantes indéterminées. On peut 
aisément vérifier qu’en effet cette forme satisfait aux condi- 
tions de l’article précédent. Les constantes a , a' , b , b' , c , c', 
resteront les mêmes, quelles que soient les variables x,y, x' , y' ; 
il suffira donc, pour les déterminer , de connaître leurs valeurs 
pour des cas particuliers. 

Si l’on fait x' — o , y =0, ce qui est le caractère de fit 
nouvelle origine-, on aura pour ses coordonnées 

x — c y — c' ; 

et , puisque l’on suppose qu’elle est la même pour les deux 
systèmes , il faut que c et c' soient nuis : alors les équations 
précédentes deviennent 

x = ax' -J- a’y' y = bx? -f- Hy 1 . 

* 

Si l’on fait y' = 0 , x'. étant quelconque, ce qui est le carac- 
lére de l’axe des x' , on aura pour les points qui y sont 

x-szaxV yxzbx'. 



t' 
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M»w , si d’un de ces points , tel que m ( fig. aG ) , on mèn« 
l'ordonnée mp à l’aso AX , alors , pour ce point , Ap sera a:; 
pm f y; Am , x ' j et le triangle rectangle Amp donnera 

x — x' cos <* y — x' sin «. 

Ces équations devant s’accorder avec les précédentes , on 

aura 

a — cos <* £ = sin «. 

Faisons maintenant x* s= o , ce qui est le caractère de l’ase 
des y, on aura pour les points qui y sont , 

x — a'y 1 jéfcr b’y'. 

Mais, si, d’un quelconque m' de ces points , on abaisse l’or- 
donnée m'p' k l’axe A X , Ap 1 sera x ; pW,y; Am*, y, et 
l’on aura , comme précédemment , 

x —y' cos «' y — y* s * n *' > 

ce qui donne 

a' = cos a' V — sin 

I/l râleurs des constantes sc trouvant ainsi connues , on les 
substituera dans les expressions des x et y , et il viendra 

xx= x'co» a y’ cos «’ y — x' sin * -f- y' sin a'. 

Telles sont les relations qu'ont entr’elles les coordonnées dans 
le» deox systèmes que nous considérons. 

77. Si l’on voulait passer des coordonnées x 1 et y aux 
coordonnées x et y f il suffirait de déduire les valeurs de x / 
et de y des équations précédentes. En multipliant la première 
jmt sin et en retranchant la seconde multipliée par cos «’ , 
on aura 4/ $ opérant d’une manière analogue par rapport à » , 



Digitized by Google 




9 * 



PRÉLIMINAIRES. 



on aura j' : ces valeurs seront 

x sin et' — y cor *' 

x'= — — 

sin *' — * ) 



y= 



y cor u — X sin «* 
sin ( «' — « ) 



On aurait pu parvenir directement à Ce» résultats en partant 
des expressions les plus générales de x' , y' en x , y , et dé- 
terminant les constantes qu’elles doivent renfermer par la 
considération des valeurs de x' , y', pour les axes des x et des/ 
( fig. 27 y. En effet l’origine étant la même pour les deux 
systèmes , on aura 

x' =r mx -f- m'y y' — nx -f- n'y. 

Si on fait J = o , ce qui est le caractère de l’axe des x , on 
aura , pour les points qui y sont situés , 



x' — mx y' — nx. 

Mais , pour un de ces points t tel que m , si l’on mène mp 
parallèlo à l’axe A Y 1 , Am sera x ; Ap , x' ; et ptn , y , 
qui devra être pris négativement , puisque le point m est 
situé du côte des y' négatifs. Or , l’angle X'AX étant * , et 
l’angle Y'AX , l’angle Apm est a! ■ — * ; et le triangle 
Amp donne 

, *8in«’ , xsin« 

X' - - y ' - » 

sin(<*' — *) sin (*' — «)* 

d’où l’on tire 



sin ( «' -i- a ) 



sin ( a! — a) 



Faisant x — o , ce qui est le caractère de l’axe des/ , on aura , 
pour les points qui y sont situés , 

x' = m'y y p n'y. 

Mais , pour un de ces points, tel que m' , si l’on mène la 
ligue jn'p' parallèle à Taxe AX' , Art' sera/; Ap' , fi et 
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m'p' , x 1 , qui devra être pris négativement , parce que la 

point m' est situé du côté des x 1 négatifs : le triangle Am'p f 

donnera 





J COS J 


v t — 


y cos «e 


d’où l’on tire 


sin ( a' — a ) 


J — 


sin ( a' — a ) ’ 

* 1 




COSa r 




OOS a 


m ' — 


sin (a' — a) 


n' ss 


sin ( a' — a ) 



Les quatre constantes m , m' , n, n'. sont donc aussi détermi- 
nées , et donneront les mêmes valeurs que nous avons trouvée» 
précédemment. Les formules 

x—x’ cos* +/' cos a' y=.x , âa a -pysina', 

et celles-ci , qui s’en déduisent , 

■ , x sin a' — y cos *' , y cos* — x sin * 

X ' sin ( <t* — a ) ^ sirt ( »' — * ) , 

suffisent pour passer d’un système 4e coordonnées rectangu- 
laires a: et j à un système de coordonnées obliques x 1 et y' , et 
réciproquement , l’origine restant k même pour les deux 
systèmes. 

78 . Si les nouveaux axes des x' et des y' devaient être aussi 
rectangulaires comme les précédens , on aurait 
a * — ■ «= roo*; 

d’où 

sin (a* — a) = 1 sin a' = cos a cos a' = — sin a. 

En substituant ces valeurs, les relations des coordonnées de- 
viendraient 

c • * 

X — x' COS a — y* sin a y = x* sin a -f- y 1 COS «. 

) r . 
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Ce sont les formules nécessaires pour passer, d’un système de 
coordonnées rectangulaires à un autre aussi rectangulaire , 
l’origine restant la même , comme il serait facile de le vé» 
riiier à posteriori , en appliquant à ce cas les considérations 
géométriques dont nous avons fait précédemment usage. 

79. Si l’on ajoute ces équations après avoir élevé chacun de 
leursnncmbres au carré , on trouvera 

*• + y* = x'*+y l \ 

El , en effet , les nouveaux axes étant rectangulaires comme 
les anciens , \A x 11 exprime la distance d’un point 

quelconque à l’origine des coordonnées; et, J/ x* +7’ 
exprimant aussi la même distance à la même origine, ces 
deux valeurs doivent étrp égales, 

80. On peut , au moyen de ce qui précède , passer d’un 
système de coordonnées obliques à un autre système de coor- 
données obliques (fjg. 08). En effet , soient A X' , AY ' , le» 
axes des x' et des y' ; AX" , A Y" , les nouveaux axes , dont 
les coordonnées seront x" , y". Concevons , par la ipên)e ori- 
gine , up troisième système d’axes AX , A Y, rectangulaire» 
enlr’eux, et dont les coordonnées seront x et y. Nommons 
» , fi , fi', les angles des *' , des y 1 , des x" et des y", ayçq 
l’axe AX , nous aurons pour un même point , dont lj$ 
coordonnées seront * et y par rapport au système rectan- 

' gulaire , 

x — x' co» y’ cos«' y xxx 1 sins-j-j'' sini 0' 

X == x " cos fi rf/'t CM fi' y =5 jç'Uin fi ri- y" sjn fi'. 

En éliminant x et y entre ce» équations , on aura celles qui 
déterminent les relation» des coordonnée* x’ et^'t avec les x'î 
et r" , 6 \ qui sont 'Vo ' * 

, I 

, ) 
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x' cos « 4-j , cos«'= x" cos p -J- y" cos 
x' sin « -J -y 1 sin *' = x" sia g -J- y 1 ! sin g'. 

Si l’on multiplie la première par sin * , et qu’on la retranche 
de la seconde multipliée par cos *, on aura y’ ; et , en opé- 
rant d’une manière analogue pour a' , on aura x' : on trou- 
vera ainsi 

^ j x" sin ( «' — g ) -f- y" sin ( a 1 — g' ) 

sin ( '* — a) 

, x" sin ( $ — * ) +y" si" ( g' — « ) 

^ sin ( *' — * ) 

Or , on a 

/ 3 = Y'AX" »’ — g' = Y'AY" 
p—«=:X'AX” g' — a^X'AY" J — »=Y'AX’. 



Il n’entre donc dans les expression» précédentes que les 
angles formés par les axes des Y' et des X'. entr’eux , et 
avec les nouveaux axes AX" , A Y" ; et tout ce qui était re- 
latif au système rectangulaire que nous avons introduit a dis- 
paru. Si donc on nomme t l’angle Y’AX' formé par les axes 
des y et des x' et y', i , y , les angles Y'AY", X'AY", 
Y'AX", X' AX ", que forment les nouveaux axes des y" et 
des x" avec chacun d’eux , les équations précédentes devien- 
dront 

x" sin t -f- y" sin d , x" sin y -f- y" sin y 

x 1 zz ■ - ■ ■ — y zz - — . ■ ■ ■ 

sin t sin J 

Ces formules serviront à passer d’un système de coordonnées 

obliques à un autre système de coordonnées obliques , l’origine 

étant la même pour tous deux. Si on supposait les axes des x’ 

et des_y perpendiculaires entr’eux , on aurait 

( = 100° i-)-y=; loo° i' -}-y'^= îoo* : 
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par conséquent 

sin $ =s 1 sin,!=cosy sin d =0087' ; 

et l’on retomberait sur les équations que nous avons déjà trou- 
vées , pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires 
à un système de coordonnées obliques. 

81. Nous avons vu précédemment que , pour passer «Tou 
système de coordonnées x et y à un autre système de wdssr 
nées x\ y', parallèles aux premières, il faut faire , 

+ y = br\-/,. 



a et b étant les coordonnées de la nouvelle origine par rapport 
au premier système. Si l’on fait ensuite varier la direâioaden 
axes autour de celte nouvelle origine , on aura changé à 4 aé£gn 
et la position de l’origine des coordonnées et la direction des 
axes. 11 suffit donc d’ajouter, dans les formules précédente* , 
aux valeurs des coordonnées celles de la nouvelle origine , p»ur 
avoir les formules générales de la transformation des coordon- 
nées. Comme elles sont d’ufi fréquent usage , je les ai réunies 
dans le tableau suivant . 

i°. Pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires 
x , y , à un système de coordonnées obliques x', y' , 

x— a 4* x'cos* '■\-y f cos t! = b -f- a! sin « -f-^s "mj. 

1°. Pour passer d’un système de coordonnées obliques t'jj 0 , 
à un système de coordonnées rectangulaires x, y, , 

( x — a ) sin J — (y — b ) cos J . 

sin ( *' — * ) 

j ( j — 6) cos « — {x — fl) sin a. 



Y — 



sin (»' — a) 
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3°. Pour passer d’un système de coordonnées rectangulaires 
x, y, à un système dç coordonnée» aussi rectangulaire# x', y*. 



*=r a-\- x' cos« — y' sia* y = b x' sia * +_y'cos«. 

Dans oes équations sont les angles des axes desx'etdesy 7 
avec l’axe des x J a et b sont les coordonnées de la nouvelle 
* origine par rapport au système rectangulaire. 



4 °. Pour passer d’un système de coordonnées obliques x, y , 
A un autre système de coordonnées obliques A ~',y' , 

, x 1 sim 4- y' sin J , x 1 sin y 4- y' sin y' 

*=* + TïZa — r=H rrrv * 



sin < 



sin ) 



sont les angles que les axes des x' et des y' font avec l’axe 
des x; », «', les angles qu’ils font avec l’axe des y ; a et a' les 
coordonnées de la nouvelle origine par rapport aux axes obli- 
ques des x et des qui forment enlr’eux un angle t 

82. En généralisant les considérations que nous venons d’ex- 
poser, on trouvera facilement les formules nécessaires pour 
effectuer la transformation des coordonnées en trois dimen- 
sions ou dans l’espace ; car il suffit encore , dans ce cas , de 
trouver les expressions des anciennes coordonnées en fonction 
des nouvelles , ou réciproquement; et l’on peut y parvenir 
par les mômes méthodes. Ces relations n’ont aucune diffi- 
culté lorsqu’on se propose seulement de transporter l’ori- 
gine , en laissant les axes parallèles à eux - mêmes. Alors , 
en nommant a, b, c , les coordonnées de la nouvelle origine 
par rapport à l’ancienne , et désignant par r 1 y' ,z\ les nouvelles 
coordonnées qui étaient précédemment représentées par x,y,s, 
on aura 

* = o- f-ée 1 jazb+y 1 3~c + z', 

formules dans lesquelles il faut regarder les variations de signe 

* 
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de chaque espèce de coordonnées comme répondant aux clian- 
gemens de position autour de l’origine qui lui est relative. Ces 
considérations sont conformes à celles de l’art. 72, et l’on en 
déduira de même les positions respectives des deux origines. 

83 . On a vu , dans l’art. 55 , que l’équation du plan est tou- 
jours du premier degré en x , y , z , quel que soit l’angle des 
coordonnées. De là , il est facile de conclure , par un raison- 
nement analogue à celui du n°. 7.5, que , lorsqu’on passe d’un 
système de coordonnées à un autre , les anciennes coordonnées 
sont toujours exprimées , en fonction des nouvelles , d’une 
manière linéaire , quels que soient les angles des axes. Ainsi en 
désignant les unes par x , y , z, et les autres par x', y', s', on 
aura généralement 

x — a -f- mr' -j- m'y 1 -f- m"z' 
y — b - 1 - nx' -f- n'y' -(- n"s' 
s=c +px r + p'y' -f p" s', 

les coefficiens des variables x', y', z' , étant des constantes in- 
connues , et qu’il s’agit de déterminer. • 

Si l’on fait x' = 0, y' = o , z 1 = o , ce qui est le caractère 
de la nouvelle origine, il vient 

x — a y — b s = c. 

a,b,c, sont donc les coordonnées de cette origine par rapport 
à l’ancienne : nous les supposerons nulles , pour plus de simpli- 
cité ; ce qui revient à changer la direction des axes sans déplacer 
l’origine; il suffira ensuite de les ajouter aux résultats , pour 
transporter le nouveau système d’axes parallèlement à lui- 
même. Par cette supposition les formules précédentes de- 
viennent 

x = m.x' -}- m f y' -f- m"z' 
y — nx' + n’y 1 -f- n"s'. 

px' p'y' 

7 
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Les constantes qu’elles renferment se déterminent facile* 
ment par des suppositions particulières. Considérons , par 
exemple , les points situés sur l’axe des x', les équations de cet 
axe seront 

y' — o J =: o. 

On aura donc, pour les points qui y sont situés , 

x s= mx' y = nx' s — px'. 

Soient AX’ cet axe , M un quelconque de ses points (fig. ag)j 
et supposons, pour plus de simplicité , que les anciens axes 
AX , AY, A Z , soient rectangulaires, alors AM. sera x', 
MM' sera s, et le triangle AMM ' donnera 

ira; 1 cos AMM'. 

L’angle AMM' est celui que forme le nouvel axe des x avec 
l’ancien axe des s ; nous le désignerons par Z. Si nous nommons 
pareillement X , Y, les angles formés par ce même axe AX' 
avec les axes AX,A Y, nous aurons , pour les points qui y sont 
situés , 

x = x' cos X y — x' cos Y x s= x* cos Z. . 

Ce résultat détermine n ,m , p , et donne 

m = cos X n~ cos Y P — cos X • 

Si nous considérons de même les point situés suc l’axe des_y', 
dont les équations sont 

x' — o t'=zo, 
on aura , relativement à ces points , 

X — m'y* y — n'y* x=p'y’. 

Ainsi , en désignant par X' , Y', Z' , les angles que forme cet 
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'àxe avec ceux des x , y , : , on aura 

m' — cos X' n' =s cos Y' p' — cos Z 1 . 

Enfin la considération des points situés sur l’axe des z' déter- 
minera les constantes m" ,n n f p"-,e t en nommant X" ,Y" ,Z" , 
les angles que forme cet axe avec ceux des x, y, z, on aura 
m" = cos X" n" = cos Y 11 p ' 1 = cos Z" j 

d’où l’on tire pour x, y , z , 

x =; x' cos X -J- y' cos X' s 1 cos X" 
y = x' cos Y -f- y' cos Y ' -j- s 1 cos Y" (1) 

s = x' cos Z -f- y 1 cos Z -f- z’ cos Z". 

Il faudra joindre à ces valeurs les équations de condition qui 
ont lieu entre les trois angles que fait une ligne droite avec les 
trois axes , et qui sont ( n°. 46 ) 

cos’ X + eos’ Y + cos’ Z ±± 1 

cos* X 1 + cos* Y 1 -f cos’ Z'=z 1 (1) 

COB* X"+ cos’ Y"+ cos’ Z n =± t. 

Ces formules suffisent pour transformer les coordonnées , lors- 
que les angles des nouveaux axes entr’eux doivent être quel» 
conques ; mais si ces angles sont donnés , il en résultera do 
nouvelles conditions entre les angles X , Y, Z ; X'.... et il 
faudra les joindre aux équations précédentes. 

En effet, si l’on nomme V l’angle que forment les x' avec 
les y 1 , U l’angle des y’ avec les z' , et /^l’angle des z' avec 
les x' , on aura, par le n°. 49 , 

cos K =cosXcosX' 4 "CoS Y cosY'-f-cos^ cos#' 
cos U — eosX'cosX u -)- cos Y cos Y" -j- cos X' co.s Z" ( 3 ) 
cos T-V = cos X cos X" -j- cos Y cos Y' -f- cos Z cos Z" ; 

et ces équations , étant jointes aux formules (1) et (a), suffiront 
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dans Ions les cas pour établir les conditions relatives aux nou- 
veaux axes , en supposant les anciens rectangulaires. 

84. Si , par exemple, on veut que ceux-ci soient rectangu- 
laires, on aura > 

\ 

cos y — a cos U = o cos TV — o ; 

et les seconds membres des équations (3) seront nuis : ajors , 
en ajoutant les carrés de x , y, s, on trouve 

' **+/’ + *’ = *'* +/*+*". 

Et cette condition doit être en effet remplie , lorsque les deux 
systèmes de coordonnées sont rectangulaires et ont la mémo 
origine , parce qu’alors la somme des carrés des trois coor» 
données représente dans l’un et dans l’autre la distance du point 
à cette origine commune. 

85. On peut aussi changer la direction do deux axes seule- 
ment, en conservant le troisième. Supposons , par exemple, 
que celui-ci soit l’axe des s , et que les deux autres coordon- 
nées, faisant entr’elles un angle V, doivent toujours lui êtr* 
perpendiculaires ; on aura , d’après ces conditions , 

_ cos U — o cos TV = o 
cos X". — o cos V 1 — o co s Z" = 1 ; 

valeurs qui, substituées dans les équations (3), donnent 
cos Z 1 = o cos Z — o ; 

f 

c’est-à-dire que les axes des x } et des y' sont dans le plan des 
xy i de là et des équations (a) il résulte 

cos Y — sin X cos Y 1 = sin X' ; 

et les valeurs de x , y , deviennent 
x ac x' cos X +y' cos X', y = x' sin X -f- y' sin X, 
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qui sont précisément celles que l’on a trouvées dans l’art. 75 , 
pour passer d’un système d’axes rectangulaires z et y à un 
système quelconque situé dans le même plan. 

8 G. Les questions que nous venons de traiter dans ces pré- 
liminaires sont en quelque sorte les élémens de tous les pro- 
blèmes qui concernent l'application de l’algèbre à la géométrie. 
Les formules que l’on en déduit sont autant de méthodes 
générales dont l’usage revient sans cesse , et que l’on ne sup- 
pléerait qu’imparfaitement par des constructions particulières 
qu’il faudrait recommencer pour tous les cas. Mais pour sentir 
le prix de ces méthodes, il est nécessaire de se familiariser 
avec elles par l’usage : c’est pourquoi nous les appliquerons 
à la recherche des propriétés des courbes et des surfaces du 
second ordre ; et cet exemple , qui fait l’objet du reste de cet 
ouvrage, suffira pour montrer généralement comment on doit 
employer ces procédés. 

On peut aussi déterminer la position des points de l’espace 
en donnant leurs distances à un point fixe , et les angles que la 
ligne sur laquelle cette distance doit être comptée, forme avec 
trois axes rectangulaires. 

Soient X , Y et Z ces angles , R la distance d’un point à 
l’origine des coordonnées rectangles , on aura enlre ces quan- 
tités et les coordonnées x, y et s , du même point , 

x = R cos X y — R cos Y s — R cos Z. 

Les trois cosinus qui entrent dans les équations précédentes 
sont liés par l’équation 

cos’ X cos’ Y + cos’ Z — ri. 

Dans ces formules, la droite .K se nomme le rayon vecteur, et 
l’origine est le pôle d’où partent les rayons recteurs des divers 
points de l’espace. 
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Souvent au lieu de déterminer la position du rayon recteur 
par les angles X ,Y,Z , on introduit l’angle que forme sa pro- 
jection sur le plan x y avec l’axe des x, et celui qu’il fait avec 
sa projection. 

Soit <p et 4 ces angles, r la longueur de la projection du rayon 
vecteur, on aura 

x — r cos ip j' — rsinip. X^zJlsiaé 
d’ailleurs r = R cos 4 

donc 

x = R cos <p cos 4 y — /Zsin cos J * = /Zsm4. 

— — — représentent les tangentes trigonométriques des 

angles que forment avec l’axe des z les projections du rayon 
vecteur sur les plahs des as et des yz. 

Les équations précédentes donnent 

x cos 4 cos y cos 4 sin <p 

s sin 4 s sin 4 



En représentant les équations du rayon vecteur par 
x=z as yxzbs 



on aura 

co s 4 cos <p 

a = — - — 

sin 4 



b 



cos 4 sin i p 
sin 4 



! 
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87. Les courbes du second ordre sont aussi appelées section s 
coniques , parce qu’on peut les obtenir en coupant un cône à 
base circulaire par des plans diversement inclines. Comme 
cette propriété los rapporte plus particulièrement à leur ori- 
gine , nous la démontrerons d’abord. 

Pour cela , nous considérerons un cône droit , dans lequel 
les coordonnées du centre , la position de l’axe et l’angle au 
centre , soient indéterminés par rapport aux trois plans rec- 
tangulaires des coordonnées , et nous ferons voir qu’en le pré- 
sentant à un plan coupant dans des positions différentes , on 
obtient pour l’intersection toutes les courbes du second degré 
possibles : nous prendrons pour plan coupant le plan même 
des xy (*), 

Soient x' ,y , s 1 , les coordonnées du centre du cône : son axa 
étant une ligne droite qui passe par ce point , aura pour 
équation. I 

x — x'= a ( z — 3' ) 
y~y' = i>{z — s'), 

(*) On a vu dans les Elemens deGeométrie qu’un cône droit est en- 
gendré par le mouvement d’une ligne droite assujettie à passer toujours 
par un même point qui est le centre dn cône , et i faire toujours le 
môme angle avec une droite fixe passint par ce point , et que l’on 
nomme axe. Le double de cet angle est ce que j'appelle l'angle au cenUo 
du cône , parce que c’est celui que forment les deux génératrices oppo- 
sées, suivant lesquelles un plan mené par l'axe couperait la surfac* 
conique. 
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a et b étant des quantités constantes qui dépendent de la posi- 
tion de l’axe. La droite génératrice doit aussi passer par le 
centre dans toutes ses positions : par conséquent son équation 
sera de la forme 

x — x' — a.'(s — 3 ') 

y — y = *'(*— *'), 

a' et U étant constantes pour la même génératrice et variables 
d’une génératrice à une autre. 

La génératrice devant faire toujours le même angle avec 
l’axe, si l'on désigne le cosinus de cet angle par M , on aura 
(n°. 45) 

I 4- aa' 4- bb' 

! _ — M. 

l/i+a’ + b* i/i+a'*- J-é»'* 

Cette équation subsiste pour chaque position de la droite 
génératrice : si l’on en chasse a' et b' , en mettant , au lieu de 

OC mmmm Oc} Y 

ces quantités, leurs valeurs — -, — t , tirées des équa- 

tions précédentes , la. résultat en 1 , y, s , ne sera plus particu- 
lier à aucune des positions de la droite génératrice , mais il 
appartiendra à tous les points qui peuvent se trouver sur cette 
droite lorsqu’elle /ait avec l’axe l’angle donné. Ce sera donc 
l’équation de la surface conique engendrée par son mouvement. 
Cette substitution donne 



. x — x' , , y — y' 
1 4. a + b J - - 

s — 2. 2 — 4' 



= M, 



% 

ou, enchâssant les dénominateurs, etélcvant les deux membres 
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au carré , 

fat— t'+a(x— •x')+b(y—y t )} >=»(i+a>+i’) { (x— x'j »+(y— y')»+(z— s'J ] », 
équation qui convient à tous les points de la surface conique. 

88. Four ceux de ccs points qui sont situés dans le plan 
des xy , on a de plus x = o ; ce qui donne 

'■fa— a'+a(x — zr 'J+ify — y 1 ) j a zs |(jr — J- (i) 



C’est l’équation de l’intersection du cône par le plan des xy j 
elle comprend toutes les sections coniques , puisque l’angle au 
centre du cône et sa position dans l’espace sont absolument 
indéterminés jet, comme elle est en général du second degré 
par rapport aux variables x et y , on voit que les sections co- 
niques sont des courbes du second degré. 

89. Réciproquement , toute équation du second degré ap- 
partient à une section conique ; car , en représentant çette 
équation par la formule 

Ay ‘ 1 -f- Bxy -j- Cx % -f- Dy Ex -f- F — o £a). 



qui est la plus générale de ce degré , elle ne contiendra d’in- 

v, • i • B CD E F 

determinees que les cinq quantités — — -, — — -, — , , 

A A A A A 



qui expriment les rapports d’un de ses coefficiens à tous les 
autres. On conçoit donc qu’il doit être possible de disposer des 
six arbitraires x',y', s', a, b, M, que renferme l’équation des 
sections du cône , de manière à la rendre identique avec l’équa- 
tion (a) ; et en effet on obtient ainsi , pour ces arbitraires , des 
valeurs toujours réelles, excepté dans un seul cas, qui est 
celui où l’équation (a) est impossible. Nous reviendrons plu» 
tard sur cette proposition , lorsque nous aurons examiné avec 
détail les diverses formes que l’équation de l’intersection et les 
courbes qu’elle représente peuvent prendre suivant les diverses 
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situations dans lesquelles on place le cône par rapport au plat» 

coupant. 

90. Pour le moment , bornons-nous à reconnaître la forme 
générale de ccs courbes , et les caractères principaux qui 
peuvent servir à les distinguer les unes des autres. Pour les 
découvrir avec plus de facilité, nous choisirons les plans coor- 
donnés, de manière que la courbe d’intersection du plan et de la 
surface conique soit symétrique par rapport à l’un des axes 
auxquels elle sera rapportée. Ce choix, dont nous sommes abso- 
lument les maîtres , ne diminuera nullement la quantité des 
résultats. 

Nous compterons les x et les y dans le plan coupant ; du 
centre du cône nous abaisserons une perpendiculaire sur ce 
plan, celte ligne sera l’axe desr. Le plan que déterminent l’axe 
du cône et cette perpendiculaire sera celui des xz ; avec ces 
conditions , le plan des y s est déterminé. 

11 résulte des suppositions précédentes 

x' — o y' — o d —o 

puisque l’axe est dans le plan des xz. 

Avec ces simplifications, l’équation générale de l’intersec- 
tion sera 

(ax — z'Y —Jir ( I -f a*) ( jc’ -{-y* + 5" ) = o. 

Le cône est alors dans la situation représentée (fig. 3 o) ; l’axe 
DCD ' est dans le plan même des x et des s , et a exprime la 
tangente de l’angle DCO qu’il fait avec l’axe z, OX est le 
côté des x positifs. 

Cette équation étant développée et réduite , donne 
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et enfin , en divisant par M’ (i + a’)|Oni 



r ,+ i \ x ,_(. — -i ' — «ai, J ! il (,). 



91. Nommons « l’angle que l’axe du cône fait avec l’axe 

des s , et fi l’angle que la génératrice fait avec l’axe du cône : 

, . . 1 

le premier, ayant pour tangente a, aura pour cosinus — - 

, • |/i '+«’» 

• a n a ' 
et pour sinus . Par conseauent , - : — 

4 ^* (.+«*) 

est le carré du rapport du sinus de • au cosinus de g , et 

— — est le carré du rapport du cosinus de «au cosinus 

M (1 + a') 11 

de g : désignant le premier rapport par <p , le second par 4 > 
on aura 

sin « , cos « 

ç = 4 = 

cos g co s g 

et l’équation de l’intersection deviendra 

y 1 -f- (x — <p’ ) x* a 4’ as'x = s n (4.’ — 1) (2). 



Le cône étant ainsi placé, on peut très-aisément reconnaître 
les diverses formes que peut prendre son intersection , et trou- 
ver des caractères fixes qui les distinguent parfaitement les 
unes des autres. 

92. D’abord , si l’on a æ —J- /3 ^ ioo° , le plan des xy coupe 
toutes les droites génératrices sur une même nappe de la surface 
conique; l’intersection est une coufbe fermée et rentrante sur 
elle-même (fig. 3o). 

Si «e -J— (S = ioo°, le plan des xy ne rencontre encore qu’une 
des nappes de la surface conique ; mais une des génératrices lui 
devient parallèle. La courbe d’intersection n’est plus fermée et 



Digitized by Google 




ioS 



DES SECTIONS 



rentrante sur elle-même ; elle s’alonge indéfiniment, et s’étend 
sur une des nappes de la surface conique (fig. 3i). 

Enfin, si l’on a « -f- fi ioo°, le plan des xy rencontre les 
deux nappes de la surface conique; l’intersection s’étend indé- 
finiment sur les deux nappes de cette surface (fig. 3a). 

Mais il faut encore ajouter comme condition essentielle à 
tous ces caractères, que * — /3 ou l’angle OC A soit compris 
entre o et 100°, afin que l’arête CA puisse rencontrer le plan 
horizontal MN- 

g3. On peut donc ranger foutes les sections coniques en trois 
grandes classes , correspondantes aux trois formes générale» 
que nous venons de reconnaître. Les courbes comprises dans 
la première classe se nomment des ellipses ; celles de la se- 
conde, des paraboles ; celles de la troisième , des hyperboles. 

Introduisons maintenant dans l’équation générale les carac- 
tères propres à ces trois genres de courbes , et voyons les 
modifications qu’elle éprouve par ces substitutions. 

94. Pour cela, faisons en général 

u -f fi = ioo° — n 

n étant une quantité quelconque, qu’il suffira de faire positive, 
nulle ou négative , pour avoir les trois suppositions précé- 
dentes ; on aura ainsi 

sin * = sin ( loo° — n — fi) = cos (;t + fi ) 
cos * = cos( 100“ — 71— fi) = sin ( n + fi ) ; 

«e qui donne 

cos ( n + fi ) , sin ( n + fi ) 

<8 = V= 

r cos fi COS fi 

Selon que l’on fera la quantité n positive, nulle ou négative , 
K (3 étant toujours compris entre o et 100°, on aura 



I 
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, ç = 1 , <p 1 ; et le coefficient de x' , dans l’équa- 
tion (a) deviendra positif, nul ou négatif. Réciproquement , 
selon qu’on donnera à ce coefficient l’une de ces trois valeurs , 
on aura ip<^l,$> = i,<p^>l, et par suite la quantité n , 
positive , nulle ou négative. On peut donc à ce caractère 
substituer celui qui se tirerait du signe du coefficient de x’; 
et de là résulte cette conséquence : 

JL’ équation (2) qui représente toutes les sections coniques , 
donnera V ellipse , la parabole ou l’hyperbole , selon que le 
coefficient de x* sera positif , nul ou négatif La nature de 
la courbe ne dépend que du signe de ce coefficient. 

g 5 . Si l’on suppose « = o , l’axe du cône se confondra avec 
l’axe des z , et l’intersection sera une circonférence de cercle. 
Dans ce cas , on a 

sin u , cos * 1 

& — = 0, a — tang. » — o , — ; 

cos fi cos fi cos fi 

•t l’équation de l’intersection devient 



y % + x % = 2 m tang’ fi»' 

s' étant la distance du sommet du cône au plan des xy 
( fig. 3.1 ) , e' tang fi ou CO tang OCE représente la ligne O B 
ou le rayon du cercle. En faisant, pour plus de simplicité, 
ce rayon égal à R , on aura 

—R\ 

C’est l’équation la plus simple de la circonférence du cercles 
Il est visible que ce cas est compris dans la supposition géné- 
rale qui donne <p 1 ou le coefficient de * 1 positif. Le cercle 
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est donc ainsi une espèce particulière d’ellipse. Il «c réduirait 
à un point , en supposant s' nul ; car alors le plan coupant 
passerait par le centre dn cône , qui deviendrait l’origine des 
coordonnées. En effet , cette supposition donne 

et le premier membre de cette équation, étant la somme de 
deux carrés , ne peut devenir nul par des valeurs réelles de x 
et de y, à moins qu’on n’ait séparément 

x—o y — o, 

qui sont les équations de l’origine des coordonnées. 

96. Généralement , si l’on fait s 1 — o dans l’équation (2), 
c’est-à-dire si l’on met le centre du cône dans le plan des xy , 
on trouve 

y' + ( 1 — ) x' = o. 

Si l’on a ç 1 , cette équation aura ses deux termes de même 
signe ; elle ne pourra être satisfaite qu’en faisant 

y — o x — o. 

Elle appartiendra donc à un point qui sera l’origine des coor-* 
données. Ce cas comprend celui que nous venons d’examiner. 

Mais si dans la même circonstance on a <p ~ 1 , alors l’équa- 
tion précédente se réduit à son premier terme : elle est par 
conséquent satisfaite , en faisant 

y— o. 

c’est-à-dire qu’elle représente une ligne droite qui est l’axe 
même des x . Le cône est alors placé de manière à donner 
une parabole , puisque 9=1; mais son centre étant amené 
dans le plan des xy, cette parabole se réduit à une ligne droite. 
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Enfin si , s’ étant toujours nulle, on avait <p > 1 , l'équation 
précédente ne serait plus composée de deux termes de même 
signe ; et en la résolvant par rapport à y, on trouverait 

y — ^x \/ <f — 1. 

Alors <p 1 — i étant une quantité positive , ce résultat donnerait 
deux lignes droites , 

' y—-\-x |/V— i y = — xl/tp* — i , 

qui passeraient toutes deux par l’origine des coordonnées. 
Dans ce cas, le cône est placé de manière à donner de» 
hyperboles ; mais son centre se trouvant dans le plan des xy , 
ces hyperboles se réduisent à deux lignes droites. 

97. Les suppositions précédentes ne sont pas les seules qui 
puissent réduire ainsi l’équation générale de l’art, go. Si l’on 
supposait , par exemple , fi — o , ce qui donne cos fi — M— 1 , 
l’angle formé par la droite génératrice avec l’axe du cône serait 
nul : la surface conique se réduirait donc , dans ce cas , à uno 
droite qui serait cet axe lui-même ; et suivant qu’il rencontre- 
rait le plan des xy en un point, ou qu’il y serait compris tout 
entier , ou enfin qu’il lui serait parallèle , l’équation de l’inter » 
section représenterait un point ou une ligne droite, ou devien- 
drait impossible. 

Au contraire, si l’on supposait fi =r:ioo*, ce qui donne 
cos fi — M — o , la droite génératrice serait constamment 
perpendiculaire à l’axe : elle engendrerait par conséquent un 
plan ; et , suivant que ce plan couperait celui des xy , ou 
lui serait parallèle , l’équation de l’intersection appartiendrait 
à une ligne droite , ou deviendrait impossible. 

La discussion de ces différens cas ne comporte aucune diffi- 
culté : après les exemples que nous avons donnés dans ce qui 
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précède , il suffira d’introduire dans l’équation générale de 
l’intersection les suppositions convenables , de la développer , 
et de voir à quoi elle se réduit. Les élèves feront bien de 
s’exercer à cette discussion , qui contribuera à leur faire sentir 
la correspondance intime de l’analyse et de la géométrie. C’est 
pourquoi je me bornerai à leur indiquer ce sujet de travail. 

g8. Nous allons maintenant discuter en particulier chacune 
des courbes du second ordre que nous avons trouvées dans le 
cône. Nous déduirons des équations de ces courbes , leur 
position, leur forme et leurs caractères. Nous les compare- 
rons ensuite les unes aux autres , pour découvrir leurs pro- 
priétés communes. 

Mais puisque la nature de ces courbes ne dépend que du 
signe que prend le coefficient de x * , nous pouvons encore sim- 
plifier l’équation de l’article go, en lui laissant, sous ce point 
de vue, toute sa généralité. En effet , si nous plaçons le cône 
de manière qu’une de ses génératrices soit dirigée suivant l’axe 
des s, il suffira'alors d’ouvrir plus ou moins l’angle au centre , 
pour obtenir une ellipse, une parabole ou une hyperbole. Celte 
nouvelle position du cône s’obtiendra évidemment, en faisant 
* — B\ car alors l’angle « — fl, que forme la génératrice avec 
l’axe des s;, sera nul. Cette supposition donne 

sin « . cos « 

— . z=. a V = = 1 J 

cos a. cos « 

et l’équation générale de l’intersection prend cette forme très- 
simple “ 

y’ -f. ( I — a' ) x* 2 az' x = o (3). 

Alors le cône est placé comme l’indique la figure 34, la quan- 
tité a étant la tangente de l’angle DCA . 

Si a est plus petit que i ( fig. 34 ), l’angle DCA est moindre 
que 5o° ; l’angle DCA , formé par les deux génératrices oppo- 
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sces, est plus petit qu’un droit , le plan des xy rencontre alors 
toutes les génératrices de la surface sur une des nappes qui la 
composent : l’intersection est donc une ellipse. 

Si a = 1 ( fig. 35 ) , l’angle BCA est droit ; la génératrice 
BC devient parallèle au plan coupant , et la section est une 
parabole. 

Si a est plus grand que i ( fig. 36 ) , l’angle BCA est plus 
grand qu’un droit, le plan des xy rencontre les deux nappes de 
la surface conique , et l’intersection est une hyperbole. 

Cette équation peut donc, tout aussi bien que l’équation(a), 
nous donner les équations des différentes courbes que nous 
avons à discuter; et comme elle est beaucoup plus simple , 
nous l’emploierons de préférence. 



DU CERCLE. 

gg. En coupant un cône droit par un plan perpendiculaire 
à sou axe, nous avons eu pour l’équation de l’intersection 

y' 4- x* = R'. 

Les coordonnées x et y étant perpendiculaires entr’elle9 
( fig. 37 ) , j/ar’ + J* exprime la distance d’un point de la 
courbe à l’origine des coordonnées. I/cquation précédente 
montre q ne cette distance est constante; elle indique donc, 
par ce caractère , qu’en effet la courbe proposée est une cir- 
conférence de cercle dont le centre se trouve placé à l’origine 
«les coordonnées : cette seule propriété Suffirait pour décrire 
cette circonférence ; mais on peut déterminer de même , d’après 

S 
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l’cqaation , toutes ses autres propriétés et toutes les circons- 
tances de son cours. 

Par exemple , si l’on veut connaître les points où elle coupe 
l’axe des x , il sullit de faire y — o; ce qui est le caractère des 
points situés sur cet axe ; alors l’équation donne 

x = R. 

Ce qui nous apprend que la courbe coupe l’axe des x en 
deux points diiférens, situés de part et d’outre de l’origine des 
coordonnées , et à une distance R de l’axe des y. 

De même , en faisant x = o , on aura les points on la courbe 
coupe l'axe des/ : cette supposition donne 

/=rfcR. 

Ainsi ces points sont au nombre de deux , situés de part et 
d’autre, et à une distance R de l’axe des x. 

Pour suivre la marche de la courbe dans les points inter- 
médiaires , prenons en général la valeur de/; elle sera 

Les deux valeurs de / étant égales et de signes contraires , la 
courbe est symétrique au-dessus et au-dessous de l’axe des x. 

Si l’on suppose x positif, les valeurs tant positives que 
négatives de / iront en décroissant depuis .r = o, qui donne 
V = =£ R , jusqu’à .V — -f- R , qui donne / = o. Si l'on 
fait x plus grand que R, y devient imaginaire ; ce qui montre 
que la courbe no s’étend pas , du côté des x positifs , au-dela 
de l’abscisse x = -f- R, 

Les mêmes résultats se reproduisent en sens contraire du 
côté des x négatifs ; et l’on voit de même que la courbe ne 
s’étend pus, de ce côté , au-delà de l’abscisse x — — R. Elle 
est donc également symétrique de part et d’autre de l’axe des/. 
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et elle est limitée sur les deux axes à la distance H de 
l’origine. 

100. L’équation proposée peut se mettre sous cette forme 

^» = (* + *) (*-*). 

R -|- x et R — * x sont les deux segmens dans lesquels For- 
donnée y coupe le diamètre : cette ordonnée est donc moyenne v 
proportionnelle entre les deux segmens. 

101. On trouve de même que deux cordes , menées des 
deux extrémités d’un diamètre à un même point de la courbe , 
sont perpendiculaires l’une à l’autre. £n effet , si , par le 
point B', pour lequel y = o et x = — R, on mène un© 
ligne droite inclinée d’une manière quelconque, elle aura ( 3 a) 
pour équation 

v y=a(a=-fÆ). 

Si par le point B , pour lequel y=zo et x~-\-R, on 
mène une autre droite pareillement inclinée d’une manière 
quelconque, elle aura pour équation 

yaa'(i — R), 

Ces droites ainsi menées arbitrairement , pourraient se 
rencontrer dans un point quelconque ; mais , si l’on veut que 
leur point d’intersection se trouve sur la circonférence du 
cercle , il faudra que leurs équations subsistent en même temps 
et avec celle de celte circonférence , c'est-à-dire qu’elles 
soient satisfaites par les mêmes valeurs de y et de x. Cette 
supposition donne trois équations entre ces deux variables, et 
par conséquent une de plus qu’il ne faut pour les déterminer. 
On pourra donc, en éliminant ces variables, parvenir*à une 
équation qui ne les contiendra plus , Ct qui devra être satisfaite 
pour que les deux droites puissent se couper sur la circonfé- 
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rence : cette équation sera évidemment entre les quantités a 
et a', qui déterminent leur direction. 

Pour l’obtenir , il faut donc combiner ensemble les trois 
équations 

y=za(x + R) 
y = a'( x — R) 
y'=R'—x\ 

de manière à en chasser x et y ; on y parviendra sans doute en 
prenant les valeurs de ces deux variables dans les deux premières 
équations , et les substituant dans la troisième ; mais on 
arrivera plus simplement au même but, en multipliant les 
deux premières équations membre à membre; ce qui donne 

7* =aa’ (x* — R'). 

Car pour que ce résultat s’accorde avec l’équation 




qui est celle de la circonférence du cercle , il suffit que l’on 
ait 

aa! — — 1 ou aa 1 -j- 1 = o ; 

c’est-à-dire (n°. 3 a ) que deux droites qui sont menées par les 
extrémités opposées d’un même diamètre , et qui se rencontrent 
sur la circonférence, sont perpendiculaires l’une à l’autre. 

ion. On voit, par cet exemple, que, lorsqu’on doit combiner 
ensemble plusieurs équations pour en éliminer certaines quan- 
tités , il est quelquefois possible d’abréger l’opération par des 
procédés plus ou moins ingénieux proais , en profitant de ces 
artifices pour rendre les calculs plus élégans et plus simples, 
il ne fout jamais voir , dans les changemens qu’ils opèrent , 
que le résultat et l’elfet de l’élimination. 

Et comme les divers procédés que l’on peut employer 
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pour éliminer, introduisent quelquefois des facteurs étran- 
gers à la question , ou en font disparaître , il faudra s’assurer 
que l’on a réellement trouvé le nombre de facteurs convenable , 
ce qui sera toujours indiqué par le nombre et le degré des 
équations entre lesquelles on a dû éliminer. 

1 o 3 . Par exemple , dans le cas précédent , si l’on eût d’abord 
cherché les valeurs dey et de x au moyen des deux premières 
équations qui appartiennent aux deux lignes droites , on eût 
trouvé 




En substituant ces valeurs dans l’équation du cercle, et ré- 
duisant , on trouve 

aa' ( aa' -j- I ) =: 0. 

Cette équation peut être satisfaite de plusieurs manières. D’a- 
bord, en faisant aa'- f- 1 = 0, ce qui donne le résultat que nous - 
avons déjà obtenu par l’autre marche ; secondement , en faisant 
a ~ o ou a' =0 , ce qui signifie que, si l’une des deux lignes 
est dirigéesuivantl’axedesa:, l’autre ligne peut être menée sui- 
Yanttelle direction que l’on voudra. Il est visible, en effet, que 
dans cette dernière supposition les deux droites se couperont 
toujours sur la circonférence du cercle , puisqu’elles se ren- 
contreront à l’extrémité du diamètre; mais cette solution, 
quoique vraie , était étrangère à la propriété que nous voulions 
découvrir : c’est pourquoi nous avons pu nous dispenser d’y 
avoir égard. 

104. En général , en suivant la marche que nous venons 
d’indiquer , on déduirait de la seule équation du cercle toutes 
les propriétés que démontre la géométrie élémentaire ; et la 
raison en est, que ces propriétés sont des résultats de sa défîni- 
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nition , dont l'équation proposée n'est que la traduction ana- 
lytique. 

Réciproquement, en partant d’une des propriétés caracté- 
ristiques que nous avons démontrées , et reprenant d’une ma- 
nière inverse la marche que nous avons suivie , on retomberait 
sur l’équation du cercle, si cette propriété ne convenait qu’à 
lui seul ; auquel cas , elle serait équivalente à sa définition. Cela 
arriverait, par exemple, si l’on demandait que l’ordonnée fût 
moyenne proportionnelle entre les deux segmens ou que les 
droites menées des deux extrémités de la ligne BB', se cou- 
passent à angles droits sur la courbe ; mais on ne reviendrait 
pas jusqu’au cercle, si l’on choisissait quelqu’autre propriété 
qui convînt en même temps à d’autres lignes. Par exemple, il 
ne suffirait pas de demander que la courbe fût symétrique au- 
dessus et au-dessous de l’axe des x , ou qu’elle passât par les 
quatre points B, B', D , D' t parce que , bien que ce soient là 
des propriétés du cercle, il peut y avoir d’autres courbes qui en 
jouissent également. 

io 5 . La forme que nous venons d’examiner n’est pas la seulo 
sous laquelle se présente l’équation du cercle^ elle varie avec la 
position de l’origine des coordonnées. Si , par exemple , au lieu 
de compter les abscisses du point A , nous voulions les compter 
de l’extrémité B' du diamètre BB\ et toujours dans le même 
sens , alors , pour un point quelconque M, dont l’ancienne 
abscisse serait AP , la nouvello B'P , et en nommant x' ces 
dernières , on aurait 

x — — Jî. 

Substituant cette valeur de x dans l’équation 
y' + x' = R% 

elle deviendra 

y 7 -f- x’* — * Rx r — o. 
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Dans celle équation , x — o donne y — o , parce que l’ori- 
gine des coordonnées est un point de la courbe. En suivant la 
marche des valeurs qui en résultent pour les coordonnées des 
autres points , on reconnaîtrait pareillement qu’elle représente 
une circonférence de cercle , et l’on en verrait naître les di- 
verses propriétés. 

Ainsi, 1 / x * +/ 1 exprimant la distance MB’ d’un point 
de la courbe à la nouvelle origine , et le carré de celte distance 
étant, d’après l’équation même, égal au produit du diamètre 2/2 
par l'abscisse x' ou B' P, on reconnaît cette propriété de la 
courbe , d’être moyenne proportionnelle entre le diamètre et 
l’abscisse correspondante. \ 

106. L’équation d'une circonférence de cercle devant expri- 
mer que la distance des points de la courbe à un point donné 
est constante, elle doit toujours se rapporter à la formule que 
nous avons donnée (n°. ai), pour exprimer la distance de deux 
points. Si donc x’,y', représentent les coordonnées du centre 
de la circonférence, R son rayon , etx,y, les coordonnées 
d’un quelconque de ses points , on aura toujours 

Telle est par conséquent l’équation la plus générale de la cir- 
conférence du cercle rapportée à des axes rectangulaires. 

L’origine des coordonnés ne se trouve plus placée ici, comme 
dans les exemples précédons , au centre même du cercle , ou 
sur un point de la circonférence. En faisant y = 0 pour avoir 
le point où la courbe coupe l’axe des x , on trouve 

' xzxx'H=.\/ IV — ; 

et en faisant x — o pour avoir les points àù elle coupe l’axe 
des y, on trouve 

y=y=t;k'/t*— x'\ 

t 



Digitized by Google 




1 



320 DU CERCLE. 

La première de ces expressions devient imaginaire quand y 1 est 
plus grand que R , et la seconde, quand x' est plus grand que .R. 
En effet , si les distances x', y\ du centre du cercle aux axe» 
surpassent le rayon de ce même cercle , il ne rencontre point 
ces axes , et il se trouve place , par rapport à eux , comme il 
l’est dans la fig. 38 , où l’on a supposé x' ci y 'positifs. 

En général , les diverses positions dans lesquelles une courbe 
peut être placée relativement à l’origine des coordonnées , font 
paraître son équation sous diverses formes , qui peuvent tou- 
jours se réduire les unes aux autres , puisqu’elles ne sont ja- 
mais que l’expression analytique de sa définition* 

107. Cherchons maintenant l’cquation d’une ligne droite 
tangente au cercle dont l’équation est 

x'+y’ = R\ 

Soient x n , y", les coordonnées du point de tangence , on aura 
entr’elles la relation 

x"' + /'.* = R\ 

La tangente étant une ligne droite et passant par ce point , son 
équation sera de cette forme. 

y —/'=«(. x — x"-). 

Il ne reste plus qu’à déterminera. 

Four cela , nous considérerons la tangente comme une sé- 
cante dont les deux points d’intersection avec la courbe sc 
réunissent en un seul ; et nous emploierons cette propriété pour 
la définir. 

Cherchons donc généralement les coordonnées d’intersection 
d’une sécante quelconque avec la circonférence : ces coordonnées 
doivent satisfaire en même- temps aux trois équations précé- 
dentes ; car les points auxquels elles appartiennent se trouvent 
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en même-temps sur la circonférence et sur la droite. Il faut 
donc combiner ces équations ensemble, pour en tirer les va- 
leurs des coordonnées par l’élimination. Or, en retranchant la 
seconde de la première, il vient 

ou 

(y +/' ) iy -y") +i« + x")(x-x")=o. 

Mettant pour y sa valeury"-)- a{x — x") , tirée de l’équation 
de la droite, on a 

.ja ay" -j- a 1 ( x — x" ) -J- x.-J- (x — x".) = o. 

Cette équation donnera généralement deux valeurs de x , 
parce qu’il y a doux points communs à la droite et au cercle : 
une de scs racines est 




valeur qui , étant substituée dans l’équation de la droite , 
donne 

r=y"i 

parce qu’en effet le point , dont les coordonnées sont x" et y'\ 
est déjà commun à la droite et au cercle : l’autre facteur étant 
égalé séparément à zéro, donnera 

2 ay " ■+• a’ ( x — x 1 ' ) -J- x -j- x" = o. 

Cetteéquation fera connaître l’autre valeur de x, c’est-à-dire 
l’abscisse du second point d’intersection ; mais il faudra , pour 
cela, que a soit donné, c’est-à-dire, que la direction de la sécante 
soit connue; et l’on sent en effet que ces deux quantités sont 
dépendantes l’une de l’autre. 

Dans la recherche qui nous occupe , nous ne connaissons pas 
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la direction de la tangente , mais nous savons qu’elle doit être 
telle que les deux points d’intersection se réunissent en un seul : 
en sorte que , si on connaissait la valeur de a qui lui est propre , 
et qu’on la substituât dans l’équation précédente ; la seconde va- 
leur de a:, que cette équation détermine , serait certainement x", 
comme la première. Par conséquent , si nous mettons x" au lieu 
de x dans l’équation précédente, la valeur de a, qui en résul- 
tera , sera nécessairement celle qui convient à la tangente. Cette 
substitution fait disparaître le terme multiplié par a 1 , l’équa- 
tion se réduit ainsi au premier degré, et devient 



2 ay" -)- 2 x" ~ o ; d’où a = — 



Cette manière de déterminer a , en éludant la résolution 
de l’équation qui contient a 1 , pourrait donner lieu , en appa- 
rence , à quelque difficulté ; car si l’on résolvait directement 
cette équation qui est du second degré , et désignant par a', et a'* 
tes deux racines , on trouverait 



— r + l^ r" 1 — ( x -f- x" ) ( x — x ") 



„ — — !/>"’ — (x + .r'') (x — x") 

' ’ — I — . 11 ... ■■ II. i ■ • 



a" = 



Si dans ces expressions on suppose x — x" pour les ap- 
proprier particulièrement à la tangente , le numérateur et le 
dénominateur de a' deviennent nuis en même-temps, on trouve 

a' = — , dans a" le dénominateur seul devient nul, le nu- 
o 



mératcur se réduit à — a y 1 '. Et l’on trouve ae= — 
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valeurs qui ne pourraient pas s’accorder avec ce que nous avons 
trouvé parla première méthode. 

Pour résoudre cette petite difficulté , occupons - nous 
d'abord 'de a ' , multipliant le numérateur et le dénomina- 
teur de la fraction qui l’exprime, par le facteur 

y" -j- I /y"* — (.r -(- x") ( x — x" ) ; celte multiplication 
ne changera rien à sa valeur; par ce moyen on a 

' — /'* — (x+x") (x — x"')—y" 1 

{x— x"}- {/'+ i//' i —(x+* ,/ ) (*— x'iyy ’ 

ou 

. -(*+*") (*—*") 

U ZZZ si 

{x — x") { y" + S/y" 1 — (x + x" ) (x — x" ) 



Les y" sont donc disparus du numérateur , de plus les deux 
termes sont devenus divisibles par x — x" j effectuant cette 
division qui simplifie a', il reste 



I 

Si maintenant dans cette expression on fait x = x", les deux 

i 

termes de la fraction ne deviennent plus , mais ils se ré- 

i. o 

duisent à — zx" et zy" ; de sorte que l’on a 

, — x" 

a' — 



y 



C'est précisément la valeur que nous avions trouvée par notre 
première méthode. 

On voit, par cette analyse, que si la valeur de a' s’est d’abord 
o 

présentée sous la forme -j-, c’est parce que le numérateur et 
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le dénominateur de la fraction qui l’exprime contenaient im- 
plicitement le facteur x — x ’ 1 , qui s’évanouit quand x — x". 
Mais par la transformation que nous avons fait subir à cette 
fraction ayant mis le facteur x — x ' 1 en évidence, nous avons 
pu l’en dégager , après quoi les deux termes de la fraction ne se 
sont plus évanouis. L’analyse offre souvent des exemples de 

quantités qui se présentent ainsi sous la forme de , mais 

c’est toujours par l’effet d’une combinaison analytique pareille 
à celle que nous venons de développer. Et alors , comme dans 
le cas actuel , on ne peut obtenir la véritable valeur de ces quan- 
tités, qu’après en avoir dégagé les faèleurs communs qui leur 
font prendre cette forme en s’évanouissant. 

Examinons maintenant la seconde valeur de a , que nous 

avons désignée par a". Celle-ci se réduisant à quand 



x = x", il s’ensuit qu’alors —^ 7 - est nul. Or ~r est la cotan- 
1 a" a " 

genle de l’angte dont a " est la tangente trigonométrique. Cet 
angle ayant sa colangente nulle , est donc égal ioo°, et par con- 
séquent la seconde valeur de a" appartient à une ligne droite 
perpendiculaire à l’axe des x. 

_ Ce résultat, quoiqu’etranger à celui que nous nous étions 
proposé d’obtenir, est cependant une conséquence des conditions 
analytiques que nous avons (Habiles. En effet , nous avons 
écrit d’abord que la sécante était une ligne droite menée par le 
point de la courbe dont les coordonnées sont x" , y" . Et comme 
nous avons trouvé que çette sécante avait encore avec la courbe 
un autre point d’intersection , nous avons voulu que ce second 
point coïnoidàt avec le premier. Mais nous n’avons écrit cette 
coïncidence que pour les abscisses, car nous avons dit que l’abs- 
cisse de ce second point était aussi égale à x", sans rien prw- 
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noncer sur son ordonnée , qui n’entrait point dans notre équa- 
tion. La résolution générale de celle-ci devait donc, outre la 
tangente , nous donner aussi une ligne droite perpendiculaire à 
l’axe des x , puisque cette droite satisfait évidemment aux 
conditions imposées , de passer par le point donné de la courbo 
et de la couper encore dans un autre point dont l’abscisse soit æ''- 

Dans la première méthode où nous évitions la résolution de 
l’équation du second degré , nous faisions disparaître le terme 
a? (a: — x" ), en faisant x — x" nul. Nous exprimions par là 
que la droite ou les droites que nous voulions obtenir , étaient 
celles qui satisfaisaient aux conditions d’intersection exigées , et 
pour lesquelles en outre la valeur de a n’était point infinie. En 
général , cette limitation restreignait l’équation aux seules va- 
leurs de a , qui pouvaient donner des tangentes à la courbe. Et 
le résultat n’ayant donné qu’une valeur unique , il s’ensuit que 
pour chaque point donné de la circonférence d’un cercle , la 
tangente est unique aussi. On voit ainsi que la première méthode 
était aussi exacte que l’autre; mais elle était en même temps 
plus élégante et plus directe. 

108. La valeur de a étant déterminée , il ne reste plus qu’ù 
la substituer dans l’équation de la tangente , qui devient 

= - y-{x-x"). 

En la réduisant, et observant que les coordonnées x",y, ap- 
partiennent à un point de la circonférence du cercle, on peut 
lui donner cette forme très-simple 

jf + xx>> — R\ 

La valeur que nous venons de trouver pour a étant unique , 
il s’ensuit qu’il n’y a, pour chaque point de la courbe, qu’une 
seule droite qui jouisse de la propriété par laquelle nous avons 
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défini la tangente : on peut d’ailleurs s’assurer à posteriori , qu» 
cette définition est exacte ; car la droite qui en résulte est toute 
entière hors du cercle , excepté dans le seul point qu’elle a de 
commun aveclui. 

Cela se voit très-simplement au moyen des équations 
yy" + xx" = R* 
y"' = /e», 

dont l’une appartient à la tangente , et dont l’autre signifie que 
le point de tangence est sur la circonférence du cercle. Si l’on 
double la première de ces cquatious , et qu’on la retranche de la 
seconde, il vient 

y" % —2 yy” -+■ x?' % — • 2 xx" = — R *. 

En ajoutant x* -J- y* à chacun des deux membres , le résultat 
pourra se mettre sous la forme 

(y-y"y+{x-x"y=x'+y'-R'. 

C’estla valeur de x' -f-y* — R 1 pour tous les points qui sont 
situés sur la tangente : cette valeur est toujours positive , ex- 
cepté lorsque x — x" et y=zy". Par conséquent , tous ces 
points , excepté celui de tangence, sont hors de la circonfé- 
rence du cercle; car , dans l’intcrieur de cette circonférence, 
on a x* -j-y* — R* <[ o ; sur la circonférence même 
x % +y % — R' = o ; et au-dehors, x’ -f- y ’ — R ’ o. 

109. Une ligne droite , menée par le point de tangence per- 
pendiculairement à la tangente , se nomme une normale. Si 
nous supposons pour son équation 

y — y'I = a' (x — x"), 
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la condition d’èlre perpendiculaire à la tangente donnera 

r" 

aa' 4-1 = 0 ou a' = 

I 

Ainsi l'équation de la normale est pour le cercle , 
ou en réduisant , 

y a ?" — y"x — o. 

Cette ligne passe donc par l’origine des coordonnées, qui est 
ici le centre du cercle; d’où l’on voit naître cette propriété 
comme dans les élémens de géométrie, que la tangente à la cir- 
conférence est perpendiculaire à l’extrémité du rayon qui passe 
par le point de tangence. 

110. Nous avons supposé jusqu’ici le point de tangence donné 
sur la circonférence ; regardons-le maintenant comme inconnu, 
et proposons-nous de le déterminer de manière que la tangente 
passe, par un point donné, hors du cercle. Soient x 1 , y', les 
coordonnées de ce point ; puisqu’il doit être sur la tangente , il 
doit satisfaire à l’équation de cette ligne; ce qui exige qu’on ait 

y’ y" 4 - x'x" = R'-, 

on a de plus , ' 

y" % -f-Æ"* z=R\ 

Ces deux équations serviront à déterminer les coordonnées 
x", y", du point de tangence en fonction de R, et des coordon- 
nées x',y', du point donné. En substituant ces valeurs dans 
l’équation de la tangente et dans celle de la normale, elles seront 
entièrement déterminées , et satisferont aux conditions dc- 
maudées. « 
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Les équations précédentes étant du second degré, donneront 
pour x" et yl deux valeurs. Il en résultera par conséquent 
deux points de tangence , et l’on pourra mener au cercle deux 
tangentes qui passeront par le point donné. 

ni. Mais, au lieu d'effectuer directement cette élimination , 

. et de calculer les valeurs de x" et de y" par l’extraction des 
racines carrées , il sera plus élégant et plus simple de chercher 
à déduire des équations proposées d’autres équations équiva- 
lentes, mais faciles à représenter par la géométrie, et dont la 
construction donne immédiatement les valeurs cherchées. En 
effet c’est un principe d’algèbre, que l’on peut substituer au 
système de deux équations deux autres équations qui s’en dé- 
duisent. 

Or , si l’on retranche la première équation de la seconde , on 
trouve 

y"* —y'y" + x"> -e x'x" = o ; 
résultat qui peut être mis sous la forme 




En le comparant avec l’équation la plus générale du cercle 
trouvée dans l’article 106 , on voit que le point de tan- 
gence qui a pour coordonnées a?', y" , se trouve sur une 
circonférence de cercle dont les coordonnées du centre sont 

x! r' / + r'* 

, , et dont le rayon est 1 / — . Celte circonfs- 

3 2 . Il 

rence a donc pour diamètre la distance du point donné au 

centre du cercle, ou (/ x 11 +y’’. 

Or , le point de tangence doit aussi se trouver sur la circon- 
férence du cercle donné, et dont l’équation est 

. y' + x"’ =r\ 
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Il se trouvera donc en même-temps sur ces deux circonfé- 
rences , et sera conséquemment donné par leur intersection ; ce 
qui fournit un moyen très -simple de l’obtenir. De plus, 
les valeurs de x n et de y" seront doubles , puisque , d’après 
leurs positions , ces circonférences se couperont en deux points. 

Cette construction indique même les cas où le problème de- 
vient impossible : ce sont ceux où le point serait intérieur à la 
circonférence du premier cercle , car alors les deux circonfé- 
rences seraient intérieures l’une à l’autre , et par conséquent nu 
se couperaient pas. 

Cette circonstance est également indiquée par l’analyse .; car, 
si l’on élimine x". entre les deux équations 

y' y" + x'x" = R\ y" 1 + *"* ns R\ 

on trouve , pour déterminer y", l’équation 

y"' (x' a -J-/’) — 2 R' y' y" = R* (x' 1 —/! 1 ), 
qui , étant résolus par rapport à y", donne 

r " _ R 'y tt » / iv +y->n 

7 *'*+/■ y 

La quantité qui est sous le signe radical sera réelle , nullu 
ou imaginaire , selon que l’on aura x 1 ' -J- y 1 ' — R x o , 
x' 1 -f-y' 1 — R 1 s= o, x' 1 -f-y' 1 — Æ a <o. Dans le premier 
cas , il y aura deux points de tangence’, dans le second il n’y 
en aura qu’un seul, dont les coordonnés seront y' et x 1 ; dan* 
le troisième il n’y en aura point du tout. Aussi , dans le pre- 
mier cas, le point donné est extérieur au cercle proposé ; dan* 
le second, il est situé sur sa circonférence; dans le troisième , 
il lui est intérieur. 

112. Nous venons de voir qu’en rapportant la circonférence 
du cercle à des coordonnées rectangulaires comptées de son 

9 



Digitized by Google 



centre , son équation ne renferme que les carrés des variables 
y et x, et est de la forme 

y 1 + x* = R\ 

On peut se demander s’il existe d’autres systèmes d’axes 
rectangulaires ou obliques , par rapport auxquels cette équation 
ait encore la forme précédente. 

Pour nous en assurer , transformons les coordonnées x et y, 
sans changer leur origine , et substiluons-leur d’autres coor- 
données ot? , y' , dirigées d’une manière quelconque, en sorte 
que les angles des nouveaux axes avec l’axe des x soient « et 
on aura généralement (n°. 81) 

x = *' cos « 4 * r' cos y = x' sln » y 1 sin 

En mettant ces valeurs de x et de y dans l’équation précédent» 
de la circonférence du cercle , elle devient 

cosV+sin*« , )-l-a,xy'(cos*cos«'-j-sm«<sinji')-}-x' a (cos , «+sin*«»)=Æ’) 

ou, en réduisant, 

y* 2 x'y' (cos « cos a' -f- sin « sin «') -f- x 1 ' ssz iî*. 

La forme de cette équation diffère de celle de la proposée, 
parce qu’elle contient un terme en x'y 1 : pour faire disparaître 
ce terme , il faut prendre les angles * et de manière que son 
coefficient soit nul ; ce qui exige qu’on ait 

/ 

cos * cos J -f- sin « sin «’ rss o ; 

ou en divisant par cos * cos <*', 

tang * tang «' -f- 1 = o. 

Ce résultat nous apprend que les deux axes des x? et d es y 
doivent être perpendiculaires l’un à l’autre , et il n’y a pas 
d’autre moyen pour que la condition proposée soit remplie. 
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i j3. Dans les courbes du second ordre, on appelle dia- 
mètres conjugués les systèmes d’axes qui ont la propriété de 
ramener les équations à ne contenir que les carrés des variables . 
Nous verrons bientôt que, dans l’ellipse et dans l’hyperbole , 
il existe de semblables systèmes dans lesquels les axes sont in- 
clinés les uns aux autres sous des angles obliques ; mais on 
voit, par ce qui précède , que les diamètres conjugués dans le 
cercle sont toujours à angle droit. 

1 14. Les divers résultats auxquels nous venons de parvenir 
se démontrent aisément par la simple géométrie ; mais j’ai cru 
devoir les déduire de l’analyse , afin de montrer comment elle 
peut les indiquer et se plier aux diverses circonstances que l’on 
veut examiner : ce n’est qu’en l’appliquant d’abord à des re- 
cherches faciles , et dont les résultats puissent je vérifier aisé- 
ment, qu’on apprend à en faire usage dans les questions plus 
compliquées. 

| 

DE L’ELLIPSE. 

x » 5 . En coupant un cône droit , dont l’angle au centre était 
plus petit que ioo°, par un plan perpendiculaire à une de sçs 
génératrices, et par conséquent de manière à rencontrer toutes 
les génératrices sur une des nappes de la surface , nous avons eu 
pour l’équation de l’intersection (n°. 98) 

y 1 + X* (1 — a“) + 2 az'x = o. 

a étant plus petit que 1 , et les coordonnées x et y étant per- 
pendiculaires entr’elles, a et z' sont supposées positives; nous 
avons dit que cette courbe se nomme une ellipse. 
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Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x (fig. 3g), fai- 
sons y — o, il viendra 

. x 1 (1 — a’) 2 ae'x = o ; 

oc qui donne pour x deux valeurs 

a az' 

x = o , x ; 

î — o 



c’est-à-dire que cela a lieu dans deux points différens , dont 
l’un est l’origine même des coordonnées , que nous supposons 
placée en B, et l’autre est situé du côté des abscisses négatives , 
U az 1 

à une distance dé cette origine. 

i — a 

En faisant x =o , on aura les points où la courbe coupe l’axe 
des y j cette supposition donne 



y' = °i 



c’est-à-dire que cette rencontre a lieu à l’origine même des 
coordonnées. De plus , l’équation .y* = o donnant deux valeurs 
milles pour j, on peut considérer l’axe des y comme rencon- 
trant la courbe en deux points qui se confondent en uri seul : 
c’est-à-dire qu’il lui est tangent. Pour suivre de plus près la 
marche de la courbe, prenons en général la valeur àe y, nous 
aurons 

|/ — (x — a“) x* — 2 az' x. 

I 

Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires , la 
courbe est symétrique de part et d’autre de l’axe des x. 

•Tant que x reste positif , y est imaginaire , puisque I — a' , 
a et z', sont des quantités positives ; la courbe ne s’étend done 
pas du côté des abscisses positives , et elle est limitée , dans ca 
sens , par l’axe des y. 
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x devenant négatif, on a 

7 = rü|/ — (1 — n’) i’ -j" 2 az'x. 
Les valeurs de y sont réelles tant que l’on a 
(1 — a") 1 az'x, 

eu 

2 as’ 



x< 



Mais elles deviennent imaginaires au-delà de celte limite ; car, 
si l’on a 

J 



x> 



1 az\ 



~i » 



on en tire 



(x — a') jt’ ^>2 az’x. 



Par conséquent , la courbe ne s’étend , du côté des abscisses 
négatives, que depuis l’origine des coordonnées jusqu’à l’abs- 

2 CtZ^, 

cisse ■ — , où elle coupe l’axe des x. Alors les deux valeurs 

1 — a 

de y deviennent nulles en inéme-temps , et l’ordonnée pro- 
longée est tangente à la courbe. Ainsi les deux branches qui la 
composent , après s’être jointes à l’origine des coordonnées , 
s’étendent symétriquement l’une au-dessus , l’autre au-dessous 
de l’axe des abscisses, se rejoignent de nouveau sur cet axe, et 
rentrent ensuite sur elles-mêmes : la courbe est par conséquent 
fermée , comme le représente la frg. 39. 

116. Transportons l’origine des coordonnées en A, au milieu 



de la ligne 



— , à égale distance des deux sommets B -, B'. 



Si AP est une nouvelle abscisse désignée par x 1 l’ancienne 




\ 
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abscisse sera BP, ou = x , et l’on aura toujours 




Substituant pour x sa valeur dans l’équation de la courbe, il 
vient 



y* +(l = 



En faisant y = o , on retrouve 

rtr) 



x' — ü= AB, 



comme cela devait être „■ mais ici la courbe rencontre en deux 
points le nouvel axe d es y, car en faisant x = o , on a 



t az‘ 

~~ \ZT^' * 



C’est la limite de la courbe dans le sens des ordonnées. 

L’équation de l’ellipse prend une forme très-élégante quand 
on y introduit les coordonnées des points dans lesquels elle 
coupe les axes des x et des^. Si l’on fait y 




on aura 




ce qui donne 

A'y' xx 4' B\ 

Les quantités 2 A et uB se nomment les axes , at le point A 
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le centre de l’ellipse. Lorsque son équation se trouve ramenée 
à cette forme , les coordonnées étant rectangulaires , on dit 
qu’elle est rapportée au centre et à ses axes. Si ces axes sont 
égaux ,on a simplement 

f+x'=:A', 

équation d’un cercle. Le cercle est donc une ellipse dont les 
axes sont égaux. On voit même , d’après l’équation de l’ellipse , 
qu’elle est également symétrique , comme le cercle , dans les 
différens cadrans. A mesure que nous avancerons dans l’cxamenr 
des propriétés de ces courbes, nous reconnaîtrons de plus en 
plus leur analogie. 

117. Pour distinguer les deux axes de l’ellipse ,ona coutume 
d’appeler l’un le premier ou le grand axe , et l’autre le second. 
Il suffirait de changer y en xet réciproquement dans l’équation 
de cette courbe , pour que le premier axe devînt celui des or- 
données , et le second celui des abscisses ; on aurait alors 

A'x' + 



L’équation de l’ellipse ne change donc pas de forme lorsqu’on 
la rapporte à ses axes , quel que soit celui d’entr’x'ux qu’on 
prenne pour Taxe des abscisses. 

118. Toute droite , telle que mAM , menée parle centre 
de l’ellipse , et terminée de part et d’autre à cette courbe , se 
nomme un diamètre x il est aisé de voir que les diamètres se 
trouvent tous divisés au centre, en deux parties égales. C’est 
une conséquence de la forme symétrique de la courbe. 



119. La quantité — se nomme le paramètre de la courbe : 



c’est une troisième proportionnelle aux deux axes. D’après les 
expressions précédentes , elle est égale à 2 ad . Si l’on se reporte 
à l’art. 98 et à la fig. 34 « on se rappellera que az 1 est la dia- 
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lancë AD de l’origine des coordonnées au point où l’axe dtf 
cône rencontre le plan des xy, car le triangle ADC est rec- 
tangle : c’est donc le double de cette distance qui est le para- 
mètre de l’ellipse. , 



Pareillement, 



a a 



I — a 



— est la tangente frigonomctrique de 



l’angle au centre du cône ; car cet angle est double de celui que 



forment les génératrices avec l’axe. 



2 at 



est donc la dis- 



i —ii 

tapce du point où le plan xy rencontre la première génératrice 

qui se confond avec l’axe des s , jusqu’au point -où il coupe la 

. . 2 aa' 

génératrice opposée ; et voilà pourquoi cette quantité — 

I— a 

exprime la distance des deux sommets de la courbe. 

120. En introduisant les expressions des axes A et B dan* 
l’équation 

' > 1 - < 

y* + (» — «*) — 2 az'xxzot . 

• . — V V * * 

où l’origine des coordonnées est au sommet B' de la courbe y 
elle devient . 1 

Ay + B’x* s= 2 B'Ax , 

et peut se mettre sous la forme • _■ 

i *’)• 

Si doncoti désigne par x' y’, x'' y", les coordonnées de deux 
points quelconques de l'ellipse , on aura 

_ jri (2 A — x') 

y'* ~ x” (2 a — x") ’ '■ 



c'est-à-dire que les carrés des ordonnées sont entr’eux comme 
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2 e» produits des distances du pied de ces ordonnées aux som- 
mets de la courbe. 

i2I. L’équation de l’ellipse, rapportée à son centre et à se» 
axes , peut être mise sous cette forme 

Si, du point A , comme centre avec un rayon AB égal 
à A (fig. 4 o)> on décrit une circonférence de cercle , son équa- 
tion sera 




d’où il suit qu’en représentant par y et Y les ordonnées de 
l’ellipse et du cercle qui correspondent aux mêmes abscisses , 
on aura généralement 




Suivant que B sera moindre ou plus grand que A. y sera 
moindre ou plus grand que Y. Par conséquent , si, du centre 
de l’ellipse, avec des rayons égaux à chacun de ses axes , on 
décrit deux circonférences de cercle, l’ellipse comprendrais 
plus petite, et sera comprise dans la plus grande (fig. 40 ). 

Il suit de là que les deux axes de l’ellipse sont, l’un le plus 
grand , l’autre le plus petit de tous ses diamètres. » 

En vertu de la relation précédente, il suffit , pour trouver 
les ordonnées de l’ellipse , quand on connaît celles du cercle 
décrit sur un de ses axes , de diminuer ou d’augmenter ces der- 
nières dans le rapport de B h A : celte propriété donne plusieurs 
moyens do décrire une ellipse pay points , lorsqu’on connaît les 
deux axes. , 

122. Du pointé, comme centre , et avec les rayons AB, 



Digitized by Google 



U 



i33 DE L’ELLIPSE. 

AC , égaux aux deux demi-axes A et B , on décrira deux cir- 
conférences de cercle ( fig. 40 ) : ensuite on mènera un rayon 
quelconque ANM , et on abaissera du point M une perpendi- 
culaire MP sur l’axe AP\ menant ensuite JVQ parallèle à 
AB, le point Q sera à l’ellipse , car il est visible que 

PQ — JJL pm = JL PM. 

, AM A 

Seconde manière. D’un point quelconque D , pris sur le 
petit axe CC' et d’nn rayon égal à la différence A — B des deux 
demi-axes , on décrira un arc de cercle qui coupera B B' en O 
( fig. 41 ). Par les points O et D on mènera OD, et l’on fera 
DM— AB ■=. A ; le point JW sera à l’ellipse. 

Car, si du point D , comme centre, l’on décrit le cercle 
ME , dont le rayon DM — A , on aura 

MO= B et PM = JJ- QM = J—QM. 

DM A v 

DM peut être une règle dont la longueur est A , et sur laquelle 
on marque un point 0, tel que MO =S B. En faisant mouvoir 
cette règle dans l’angle BAC, le point M décrira un quart de 
l’ellipse demandée : on aura les autres parties de l’ellipse en 
plaçant la règle dans les autres angles. 

ia3. On vient de voir que, pour tous les points situés sur 
l’ellipse, la valeur de l'ordonnée y est donnée par l’équation 

I 

pour un point situé hors de l’ellipse, mais relativement auquel 
l’abscisse a: serait la même , la valeur dey’ serait plus grande ; 
en pourrait donc la représenter par l'expression 
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y' (A' -*’) + »'. 

n’ étant une quantité positive. Au contraire , pour un point 
situé dans l’intérieur de l’ellipse , la valeur de y* serait plus 
petite , et prendrait la forme 

t 

Ainsi , en faisant évanouir le dénominateur A % . , on voit que 
l’on aura toujours , 

Hors de l’ellipse , A'y* + ZPx’ — A' B' > o 

Sur l’ellipse , -d'y* + B'x 1 — A 1 B 2 = o 

Au-dedans de l’ellipse , -d'y* + B'x' — A' B' <[ o. 

; Par conséquent, pour savoir si un point est extérieur à l’el- 
lipse , s’il est sur cette courbe , ou s’il lui est intérieur , il suf- 
fira d’observer le signe de la quantité A' y' -f- B'x‘ — A' B'. 
Cette propriété nous sera fort utile dans la suite. 

124. Si par le point B' (fig. 4a), pour lequel y=zo, et 
x = — A , on mène une ligne droite inclinée d’une manière 
quelconque , elle aura pour équation ( 3 o) 

yx= a(x + A). 

Si , par le point B , pour lequel^ = 0, et x = + A , on 
mène une autre ligne droite pareillement inclinée d’une manière 
quelconque , son équation sera 

y = é. (x — A). 

Supposons que l’on demande que ces droites se coupent sur 
l’ellipse : il faudra , pour cela , que leurs équations puissent 
subsister en même temps et avec celle de cette courbe (loi). 
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Or , en le* multipliant membre à membre » elle* donnent 
i y' — — aa! [A % — a:’); 
et pour que ce résultat s’accorde toujours aveo l'équation 

il faut qu’on ait 




ce qui établit une relation constante entre les angles que forment 
avec le plus grand axe les cordes menées de ses extrémités : celle 
relation ne dépend que du rapport des axes. Dans le cercle, 
qui est une ellipse dont les deux axes A et B sont égaux entre 
eux , on a 

na’ — — 1 y 

et les cordes supplémentaires s’y coupent à angles droits t 
comme nous l’avons vu dans l’art, ioi. 

Il est visible d’ailleurs qu’en effectuant directement l’élimi- 
'nation , comme dans l’art. 102 , on trouverait de même , outre 
la condition précédente, l’équation aa' = o, qui signifie qne 
les droites pourraient encore se couper sur l’ellipse , si l’une 
d’elles coïncidait avec le grand axe ; mais cette relation , quoique 
Vraie , est particulière à cette position : elle est par conséquent 
étrangère à la propriété générale que nous nous proposions de 
découvrir. C’est pourquoi nous pouvons nous dispenser d’y 
avoir égard. - 

Réciproquement , lorsqiïe celte équation a lieu entre les 
angles que forment deux droites avec l’axe des abscisses, ces 
droites sont des cordes supplémentaires d’une ellipse dans 
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laquelle le rapport des axes est égal à — , c’est ce qu’il est aisé 

A 



de voir en reprenant le calcul précédent d’une manière inverse. 

Ces considérations nous conduisent à une propriété asseï 
curieuse de l’ellipse. Imaginons que, sur son grand axe, comme 
diamètre , on décrive une circonférence de cercle : cette cir- 
conférence sera extérieure à l’ellipse , et les lignes menées de 
ses points aux extrémités du grand axe formeront entr’elles des 
angles droits. Par conséquent , les cordes supplémentaires , 
menées d’un même point de l’ellipse» feront entr’elles des 
angles obtus , puisque leur sommet sera intérieur à la circon- 
férence. 

En faisant la même construction sur le petit axe, les pro- 
priétés seront inverses, puisque la circonférence sera inférieure 
à l’ellipse ; tous les angles formés sur cet axe par les cordes sup- 
plémentaires seront aigus. v 

Et il est facile de prouver que , de toutes les cordes sup- 
plémentaire* que l’on peut mener aux extrémités des axes de 
l’ellipse, celles qui se coupent au sommet du petit axe forment 
entr’elles l’angle le plus grand , et celles qui se coupent au som- 
met du grand axe forment l’angle le plus petit. Ces propriétés 
se démontreraient facilement en cherchant l’expression analy- 
tique de l’angle formé par deux cordes supplémentaires. Je 
laisse cette recherche à faire aux élèves qui voudront s’exercer. 

125 . A mesure que lions avançons dans l’examen des pro- 
priétés de l’ellipse , nous voyons paraître une analogie frappante 
entre cette courbe et la circonférence du cercle. Guidés par cette 
analogie , cherchons à la rendre complette en comparant de 
plus en plus ces deux courbes dans leurs diverses propriétés. 

Le cercle en offre une bien remarquable ; c’est que les dis- 
tances de tous ses points à son centre sont égales entr’ellesi II 
est évident que cette propriété n’a plus lieu dans l’ellipse : mais 
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quelle est celle qui lui répond ? et comment pourrons-nous la 

découvrir ? 

Il est évident que cette égalité n’a plus lieu dans l’ellipse ; 
mais cependant on y retrouve quelque chose d’analogue. Si 
silr le grand axe de cette courbe , de part et d’autre de son 
centre , on marque deux points dont les abscisses soient 

A* — B* , la somme des distances de ces points à un 
même point de la courbe est toujours constante. 

Celte propriété est bien facile à démontrer. En effet , soient 
généralement x y les coordonnées d’un point quelconque de la 
courbe , et nommons ad l’abscisse positive ou négative des 

points donnés , laquelle sera ici 'àzX/ A* — 2?’, on aura , en « 
appelant D' la distance , 

D% = y* .f. ( x *1)» 

ou en mettant pour y sa valeur en x tirée de l’équation de l’el- 
lipse , et substituant pour x ,% sa valeur A % — B ’ 

B*x* ‘ (A*— B*) 

D*zzB** — h — B » zz Æ»-axa’ , +i* 

A 2 A » 

• 

ou en substituant , au lieu de A x — B‘, sa valeur x ,m 

x*x'* .IV. f J 

D.= — 2 xx’ + A* = [A | 

le second membre étant un carré parfait , on peut extraire la 
racine , et l’on a pour D les deux valeurs 

l’extraction de la racine nous donne un double signe , parce 
qu’en effet il dépend de nous de considérer toutes les distances D 
comme des quantités positi vesou comme des quantités négatives. 
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pourvu que nous les combinions conformément à la convention 
que nous aurons une fois adoptée. Comme ordinairement le 
signe — est employé pour marquer une opposition de direc- 
tion , nous adopterons le signe , ce qui donnera 

D = A-^' 

A 

Maintenant il ne nous reste plus qu’à substituer successivement 
dans cette expression les deux valeurs données de x> , c’est-à-diro 

" ^ -8*» et en nommant D'D" les deux valeurs de D, 

que cette substitution donne , nous aurons 

D'~A — ~ A '~ B ' n//_ ^ . * VA' -B' 

A A 

ce sont les distances des deux points donnés à un même point 
de la courbe. La première , provenant de la substitution de 

+ ^A* — B % pour x', appartient au point F situé du \ 

côté des x' positifs ; l’autre, provenant de la substitution de 

— y/ A* —B' pour *•', appartient au point F situé du côté 
des jc négatifs. On peut facilement vérifier cette distinction , 
car en faisant * = +A , D' et D" deviendront les distances des 
deux points au sommet de l’ellipse qui est situé du côté des 
abscisses positives; or , dans ce cas , x' et x" deviennent 

JF — A — 1 y A' - B 7 D" =Z A + X^Â' ~ B~ 

valeurs qui sont évidemment conformes à l’interprétation que 
nous leur avons attribuée. En ajoutant ces valeurs , le radical 
disparait , et l’on a 

D" + D'=2'*A 

c’est-à-dire que la somme des distances D"D’ est égale au grand 
axe de l’ellipse , comme nous l’avons annoncé. 

I 
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Les points FF', ainsi choisis sur le grand axe , se nomment 
les foyers de l’ellipse. On leur a donne ce nom à cause d’une 
propriété physique dont ils jouissent et que nous ferons con- 
naître plus tard. 

On voit de plus que la distance D\D’ 1 de ces points à un 
point quelconque de la courbe est exprimée rationnellement en 
fonction de l’abcisse x. C’est une propriété qu’ils possèdent 
exclusivement et qui les caractérise. 

En eïïet , si l’on se proposait de déterminer sur le plan de 
l’ellipse un point doué de cette propriété , en désignant par y' 
et x' ses coordonnées inconnues , et nommant toujours D la 
distance, on aurait généralement 

z>» = (*-a ;')' + {y-ÿy 



ou en développant les carrés et mettant pour y sa valeur 




tirée de l’équation de l’ellipse 



A % 



x * — 2.xx'-\-x'* -\-y' I +£ 2 —2. 




H % x % 

A * 



il est impossible que D devienne rationnelle en x, à moins 
que le radical 



- ne disparaisse du second 



Zf» *•> 



membre , car ce radical lui-même est irréductible , c’est- 
à-dire que l’on n’en peut pas dégager x. La nécessité de sa 
disparition exige donc que l’on fasse y = o, c’est-à-dire que 
le point j ou en général les points qui satisfont à la question, 
ne peuvent être situés que sur le grand axe de l’ellipse ; aveo 
cette modification il reste 

r J* _ _ 

£>» = B 2 + x*‘ + — ‘ ' x' — 2 

I 

il nous reste encore x 1 d’indéterminée ; ainsi nous pouvons 
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en disposer de manière à rendre le second membre un carré 
parfait , et c’est même la seule manière de remplir la condi- 
tion exigée, que D soit rationnelle en x. Pour cela il fa Ut assi- 
miler ce second membre au carré d’un binôme , tel que 
a -J- b x ; c'est-à-dire à a’ 4- 2 abx -j- b' x 1 ; alors en com- 
parant les termes semblables , nous aurons 



è>* = 



A' — B' 



2 ab — — ax' 



a' = B' -j- x'* 



la seconde condition donne a» = — — et en éliminant b au 

yl* 

moyen de la première a * = — 4 X B x substituant danslatroi- 
sième , il vient 



yt a 



= ZÎ’ + x- 



A* — B’ 

faisant évanouir les dénominateurs, et réduisant, on obtient 
ï’=±l///’ — B' . 



... 

c’est-à-dire que les points cherchés sont au nombre de deux , 
situés sur l’axe de l’ellipse à des distances de son centre , égales 

enlr’eiles , et exprimées par ±1/ A' — B* . Cette quan- 
tité s’appelle ordinairement V excentricité ; et comme elle 
est constante pour chaque ellipse , nous la désignerons en gé- 
néral par la lettre c , à laquelle nous conserverons désormais 
cette signification. r 

Cette valeur de c ou de x',qui exprime la distance des points 
F, F 1 , à l’origine, est très facile à construire ; il suffit (fig. 4^) 
de décrire , de l’extrémité du petit axe , comme centre , une 
circonférence de cercle dont le rayon soit égal au demi grand 
axe A de l’ellipse. Cette circonférence coupera le grand axe 

10 
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en deux points , qui seront F et F' : ces points se nomment 
les Foyers de l’ellipse ; leur distance c au centre de la 
courbe se nomme Y Excentricité. Quand A — B, la valeur 
de c est nulle; les deux foyers se réunissent en un seul, 
placé au centre de la courbe , et l’ellipse se réduit à un 
cercle. , 

Il est facile de voir qu’en faisant x —’dz.V A % — B % dans 



l’équation de l'ellipse, 



on trouve y — : 



c’est-à-dire 



que , dans l’ellipse , la double ordonnée , qui passe par le 
foyer , est égale au paramètre. 

126. Les propriétés précédentes donnent un moyen simple 
et commode pour décrire une ellipse quand on connaît son 
grand axe et la position de ses foyers. 

On prendra du point B ( fig. 43 ) une longueur quelconque 
B K sur l’axe BB' ; du point F comme centre, avec BÏt 
pour rayon , on décrira un arc de cercle ; du point F , 
comme centre avec B' K pour rayon , on décrira nn autre 
»rc de cercle ; le point M , où ces arcs se coupent, appar- 
tient à l’ellipse. 

Il est avantageux de décrire les arcs de cercle au-dessus 
et au-dessous de l’axe : par ce moyen , on trouve à chaque 
opération deux points de l’ellipse , et l’on en obtient quatre 
quand on porte successivement la même ouverture de compas 
à chacun des foyers. 

Cette méthode est la plus expéditive que l’on connaisse 
pour décrire l’ellipse par points : il est visible qu’on peut 
l’employer lorsqu’on connaît les deux axes , puisqu’alors on 
trouve aisément la position des foyers. 

Elle a cependant un léger inconvénient , c’est de ne pas • 
donner les points de l’ellipse pour des abscisses détermi- 
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nées ; ce qui est quelquefois nécessaire : mais alors on peut 
trouver ces points par les autres procédés que nous avons 
décrits. 

Lorsque l’ellipse doit être fort grande , comme’ cela a lieu 
lorsque l’on opère sur le terrain , on fixe aux foyers les 
extrémités d’un cordeau dont la longueur est égale au grand 
axe, et que l’on tend par le moyen d’un piquet ; on fait glis- 
ser ce piquet de manière que le cordeau soit toujours tendu , 
et la courbe se trouve tracée quand il a fait ainsi une révolution 
toute entière. 

127. Occupons-nous maintenant de mener une tangente à. 
l’ellipse , dont l’équation est 

A’y' + B’x* = A' B'. 

Soient x", y" , les coordonnées du point de tangence ; elles 
vérifieront la relation h 

A'/" +B'x"' = A'B ». 

La tangente étant une ligne droite , et devant passer par ce 
point , son équation sera de cette forme 

y — y" — a (x — x" ). 

Il ne reste plus qu’à déterminer a. 

Pour y parvenir , nous chercherons les points 01Ï 'dette 
droite , considérée comme une sécante , rencontre la courbe ; 
et nous écrirons qu'ils se réunissent en un seul. Dans ces 
points , les trois équations précédentes ont lieu en même 
temps : retranchant les deux premières l’une de. l’a aire 
on a ' 1 '* 1 

A ’ (y — y") (j+y") + -B* ( x — x") (x-f-x") = o. 

En mettant pour y sa valeur/" -f- a (x — x ") , tirée de l’équa- 
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tion de la droite , on trouve ! 

(*— x") \A % (a <iy"+a' (x—x")) +E 1 (a:+*'0} = «• 
Une des racines de cette équation est 

x — x", et donne y —y" , 

parce que le point donné est commun à la tangente et à la 
i courbe : supprimant le facteur ( x — x") , il reste 

A 1 (: tay " 4 * a % (x — x") ) -f- fl* (x-j-x ,, ) = o. 

Pour que la droite soit tangente , il faut que la seconde 
valeur de x soit x" , comme la première , ce qui exige 
qu’on ait 

A % ay" 4* fl>* ,/ = o ; d’où a = — • 



En substituant cette valeur dans l’équation de la tangente K 
l’ellipse , elle devient 



fl* x" 

y-y"-- ~Âÿ ‘ { ' x ~ *">* 



pu , en réduisant , 

A'yy" fl 1 **" = A‘B *. 



-Comme il n’y a qu’une seule valeur de a , on ne peut mener 
par chaque point de l’ellipse qu’une seule tangente à cette 
courbe. 

- ia8. On peut ici , comme dans le cercle , prouver que la 
droite ainsi déterminée est toute entière hors de l’ellipse ; 
car , si l’on reprend les équations 

A' y y" + B'xx"=A'B* 

A‘j"‘ + B'x"'=A’B., 



^"'üîqitiz 
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et qu’on retranche de la seconde le double de la première , le 
résultat pourra être mis sous la forme 

C y — j' 1 )* — ■*")* = A*y* 4- f?’*» — A*B*. 

La quantité A*j* -j» — A* B' est donc constamment 

positive pour tous les points de la droite , excepté pour 
celui dont les coordonnées sont x" et y" : tous ces points , 
excepté celui de tangence , sont donc situés hors de l’el- 
lipse. 

139. Si par le centre et par le point de tangence on. 
mène un diamètre , son équation sera de la forme 

jr = a'x. 



La condition de passer par le point de tangence donnera 



d’où 



y"— a' x"-, 



y'f 

J = -Z . 



«t 



On vient de voir que la valeur de a , qui convient à la tan- 

r 

gente , est 



a 



fi* jr" 

Â~ÿ~ 



En multipliant l’une par l’autre les valeurs de a et d ta\ 
en trouve 




Ce résultat étant conforme à la condition obtenue dans 
l’art. 134 , nous apprend (fig. 44 ) que la tangente et le dia- 
mètre qui passe par le point de tangence ont la propriété d’élre 
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les cordes supplémentaires d’une ellipse dont le rapport des 

ÿ 

axes est — — , comme dans l'ellipse proposée. 

Si 

Ceci fournit un moyen très-simple pour déterminer la di- 
rection de la tangente ; car , si l’on tire deux cordes supplé- • 
ment aires quelconques , et qu’on désigne par», *!, les tan- 
gentes trigonométriques des angles qu’elles font avec l’axe , on 
aura toujours entr’elles la relation » 

B' a 



On peut mener une de ces cordes parallèle au diamètre qui passe 
par le point de tangence , alors on aura 




d’où résulte aussitôt 

« = a; 

c’est-à-dire que l’autre corde sera parallèle à la tangente. 

i 3 s- Ainsi , pour mener une tangente à l’ellipse par un 
point M donné sur cette courbe ( fig. 44 ) , il faut mener , de 
ce point au centre, le diamètre AM : par l’extrémité B' de 
l’axe BB'i tirer la corde B' N parallèle à AM j MT , paral- 
lèle à BN , sera la tangente demandée. 

On voit , par cette construction même , que, si l’on mène le 
diamètre AM' ' parallèle à la corde BN ou à la tangente MT, 
la tangente de l’ellipse au point sera parallèle à la corde B' N 

ou au diamètre AM. 

i 3 i. Lorsque deux diamètres sont disposés , comme les 
précédens , de manière que chacun d’eux soit parallèle à la 
tangente menée à .l’extrémité de l’autre , on les nomme con- 
jugués ( fig. 49 ). L’angle MAM' , formé par deux diamètres 
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conjugués , est évidemment égal à celui des deux cordes sup- 
plémentaires menées par les extrémités du premier axe , pa- 
rallèlement à ces diamètres. 

Et cette définition s’accorde avec celle de l’art. i38 ; car 
nous prouverons tout-à-l’heure que l’équation de l’ellipse , rap- 
portée à ses diamètres , conserve la même forme que par rap- 
port à ses axes. 

13 2 . L’équation de l’ellipse étant de même forme par rapport 
à ses deux axes , les propriétés que nous venons de démontrer 
seront communes à l’un et à l’autre , et l’on pourra leur 
appliquer la même construction relativement aux cordes sup- 
plémentaires. 

133. Pour avoir le point où la tangente rencontre laxe 
des x (fig. 45) , il faut supposer^ — o dans son équation , qui 
donne alors 




c’est la valeur de A T. En retranchant AP ou x", on aura 
la distance P T du pied de l'ordonnée au point où la tangente 
rencontre l’axe des abscisses. Cette distance se nomme Sou- 
tangente ; son expression est ici 



PT= 



A * — *" 



Cette valeur est indépendante du second axe B ; elle est donc 
la même pour toutes les ellipses qui ont le même premier 
axe A , et qui sont concentriques avec celle que nous consi- 
dérons elle convient par conséquent au cercle décrit du 
point A , comme centre , avec un rayon égal au demi grand 
axe. Ainsi , en prolongeant l’ordonnée MP de l’ellipse 
jusqu’à sa rencontre avec le cercle en M 1 , et menant à 
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ce point la tangente M'T, MT sera la tangente à l’ellipse au 
point M. 

Cetle construction s’appliquerait également au second axe , 
sur lequel l’expression de la sou^angente serait indépendante 
de la valeur du premier. 

i 34. Les formules précédentes peuvent encore être em- 
ployées lorsque la tangente doit être menée par un point exté- 
rieur à l’ellipse , et dont les coordonnées sont connues. En 
effet , en les supposant représentées par x', y', elles doivent 
vérifier l’équation de la tangente ; ce qui donne 

A 2 // ' + B’x'x" = A'B 2 . ■ 

On a , do plus , le point de tangence étant sur l’ellipse , 

A'j"' + B x x " 2 = A 2 B 2 . 

En regardant x", y", comme inconnues, ces deux équations 
sulfiront pour les déterminer , et on substituera ensuite leurs 
valeurs dans l’équation trouvée ci-dessus pour la tangente. Il 
est facile de déduire de ces formules un résultat analogue à celui 
que nous avons obtenu dans l’art, m pour le cercle. De plus, 
en éliminant entr’elles , on trouve 

t 

(A'jr' x - J- B 2 x' 2 ) x"* — 2 A'B'x'x" — A * (y'* — B 2 ) — o. 

Cette équation , qui est du second degré , donnera pour x" 
deux valeurs ; et ces valeurs seront réelles lorsque la quantité 

A*B*xf* + Ai { (f 2 — B 2 ) {A 2 / 2 -f B 2 x'‘) } , V 

qui entrerait sous le signe radical , sera positive. Or , en ré- 
duisant cette quantité, elle devient 

A*/ 2 (A 2 j' 2 -f B 2 x' 2 — A 2 B 2 ). 

Ainsi les deux valeurs de x' 1 seront réelles loisque la quen- 
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tité A'y H -f- B* x ,% — A*B X sera positive ou nulle , c’est-à- 
dire lorsque le point donné sera situé hors de l’ellipse ou sur 
cette courbe. Dans ce ras , chaque valeur réelle de x" donnera 
une valeur de y" également réelle : il y aura donc deux points 
de tangence. Ainsi , par un point donné hors de l’ellipse , on 
peut toujours mener deux tangentes à celte courbe , et on n’en 
peut mener davantage. Nous aurons bientôt des moyens faciles 
pour les construire géométriquement. 

i35. Occupons-nous maintenant de mener une normale à 
l’ellipse : puisque cette normale est une ligne droite qui 
passe par le point de tangence r son équation sera de la 
forme 

y — y" — a' [x — x"). 

Mais , de plus, elle doit être perpendiculaire à la tangente , 
pour laquelle on a 

_ B ’ x" 
a ~ ZF y" ' 



Il faut donc qu’il existe entre a et a' la relation 
aa' -f- 1 o , 

qui donne 

a'=£-ïL. 

B‘ x" 

Alors l’équation de la normale devient 



À* v rt 

— /' = 4- ~ir <* — *")• 



Pour avoir le point où elle rencontre l’axe des x , il faut sup- 
poser^ nul ; et elle donne alors (fi g. 46 ) 




/ 
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C’est la valeur de AN : en la retranchant de AP , qui e *t re ~ 
présenté par x" , on aura la distance du pied de l’ordonnée au 
pied de la normale. Celte distance se nomme Sounormale ; et , 
d’après l’expression précédente , on trouve pour sa valeur 



PN = 



B' x" 

A' \ . 



On aurait obtenu immédiatement ce résultat , en prenant la 
valeur de x — x" dans l’équation de la normale , après y avoir 
fait y nul. Cette valeur est positive ou négative, en même temps 
que x" , et le signe qu’elle prend indique sa position par rap-. 
port à l’origine. Cette remarque s’applique aussi à la soutan- 
gcnte. 

x36. Les directions de la tangente et de la normale dans 
l’ellipse ont un rapport remarquable avec celles des lignes me- 
nées des deux foyers aux points de tangence. Nous allons exa- 
miner ces propriétés. 

Si du foyer F , pour lequel y — o , et x — \A A * B 
(fig. 46 ) , on mène une ligne droite au point de tangence , son 
équation sera de la forme 

y-y" =«(*-*").■ • 

Si l’on fait , pour plus de simplicité, |/ A' — B ’ — C, 
la condition de passer par le foyer donnera 




La tangente à l’ellipse ayant pour équation ( n°. 127 ) 

JS’ x" 

y —y" =a(x — x"), a—— 



\ 



l’angle FMT, qu’elle forme avec la droite menée du foyer , au ra 
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pour tangente trigonométrique ( n“. 17 ) 



a — u 
1 a « ’ 

ou , en mettant pour a et « leurs valeurs , 

A' /'* + fi* x" % — fi* ex" 
A' cy" — [A 1, — B‘) x"y'! ’ 
cette quantité se réduit à 




en observant que le point de tangence est sur l’ellipse , et 
que A * — fi* = c*. 



Pareillement , si de l’autre foyer F pour lequel y = o , 
et x = — c , on mène au point de tangence une ligne droite , 
elle aura pour équation 



y r y" 







L’angle F’M T de cette droite avec la tangente à l’ellipse 
aura pour tangente trigonométrique 

a—»' . , . fi’ 

— , 7 , qui se réduit à — — rr 

1 -+• a «' ’ ^ cy" 

quand on y met pour a et *' leurs valeurs. 

Les angles F MT , F' MT, ayant leurs tangentes trigono- 

métriques égales et de signes contraires , sont supplémens l’un 

de l’autre : ce qui donne 



FMT+ F 1 MT = 200 0 ; 



et comme on a aussi 



F MT + F'MC. — uoo" , 
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1 il en résulte 

FMT=.F'Mt. 

Ce qui nous apprend que , dans V ellipse , les droites menées 
du, point de tangence au» deux foyers font avec la tangente t 
et du même côté de cette ligne , des angles égaux. 

Il suit de là que la normale divise en deux parties égales 
V angle formé par les deux rayons vecteurs menés des foyers 
à un même point de la courbe. 

\3j. Cette propriété fournit une construction très-siraple 
pour mener une tangente à l’ellipse par un point donné. 

Supposons d’abord que ce point soit sur l’ellipse. ' 

On mènera les rayons vecteurs FM , F'M (fig. 47 ) ; on pro- 
longera l’un des deux , par exemple , F'M , d’une quan- 
tité MK égale à FM. Joignant K et F , 1a ligne M T , per- 
pendiculaire à F K , sera la tangente demandée ; car , d’après 
cette construction , les angles TMF , TM K , F'Mt , sont 
égaux entr’eux. 

On peut aisément s’assurer qu’en effet la droite MT ne ren- 
contre la courbe qu’au point M ; car, pour tout autre point t 
de cette tangente , on aurait 

Ft + F't>F' MK ; 

et comme F’MK—2, A , le point t n’appartient pas à l’el- 
lipse. 

Si le point donné est extérieur à l’ellipse, et situé , par 
exemple , en t , du point F, comme centre avec un rayon 
égal au grand axe a A , on décrira un arc de cercle ; du 
point t , comme centre avec un rayon tF , on décrira un 
autre arc de cercle qui coupera le premier en K. Menant F*K y 
le point M sera le point de tangence ; et , joignant M et t par 
une ligne droite 3 on aura la tangente demandée. 
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En effet , d’après cette construction , t F — t K , de plus, 
FM MF— zA , c t FM + MK =zA: on a doiic 

MF— MK. 

La ligne Mt est donc perpendiculaire sur le milieu de FK : 
donc les angles FMT , FMt , sont égaux , et la droite tMT 
est tangente à l’ellipse. 

Les cercles décrits des points F et t , comme centres , se 
coupent en deux points. Cette construction donnera les deux 
tangentes que l’on peut mener à l’ellipse' par un point exté- 
rieur. 

De l’Ellipse rapportée à ses Diamètres con- 
jugués. 

i38. On a appelé diamètre, n°. 118 , toute droite menée par 
le centre de la courbe. Cette définition ne serait plus applicable 
aux courbes dépourvues de centre. Cependant ces courbes ont 
aussi des diamètres. Pour les comprendre dans une même défi- 
nition , on peut appeler diamètres des droites qui partagent, 
en deux parties égales les parties d'un système de droites pa- 
rallèles comprises dans la courbe. 

Deux diamètres seront conjugués, lorsque chacun d’eux, 
divisera en deux parties égales les droites menées parallèle- 
ment à l’autre. 

Les axes forment donc un système de diamètres conjugués 
rectangulaires. Ces deux diamètres se coupant à angles droits , 
et l’équation de la courbe rapportée à ces lignes ne renfermant 
que les carrés des variables et un terme connu , chacun d’eux 
divise la courbe en deux parties égales par superposition. 

Le centre est un point situé dans le plan d’une courbe , 
et tel , que , ci par ce point l’on mène une droite quelconque. 
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la partie de sa direction comprise dans la courbe y sera divisée 
en deux parties égales. 

De cette définition il résulte que , si la courbe a un centre , 
tous les diamètres passent par ce point. En effet , soit C le 
centre , AB un diamètre, DE la direction des parallèles qu’il 
divise en deux parties égales , les deux points g tt c seraient 
le milieu de A e 1 ; ce qui est absurde. 

On se propose de reconnaître si l’ellipse a plusieurs sys- 
tèmes de diamètres conjugués , et quelles sont leurs posi- 
tions. Il est visible' que l’équation de l’ellipso rapportée à 
des diamètres conjugués conservera la même forme que par 
rapport à ses axes , puisqu’en la résolvant par rapport à l’une 
ou à l’autre des variables , on doit trouver deux valeurs égales 
et de signe contraire. Il suffit donc de déterminer les divers 
systèmes de coordonnées , relativement auxquels l’équation 
sera de la forme 

A* y* 4- B* xi = A* B* ; 

de plus, comme les diamètres conjugués, s’il en existe f 
doivent se couper au centre de l’ellipse , il suffira d’em- 
ployer les formules 

x — x' cos* -J-y* cos *', y= x' sin * -\-y' sin 

qui servent à passer d’un système de coordonnées rectangu- 
laires à des coordonnées quelconques qui ont la même origine. 
En substituant ces valeurs de x et dey dans l’équation de l’el- 
lipse , qui est 

A'y' + B'x’ = A'B\ 

elle devient 

<(y^ , 8in , « / -fS 1 cos , * , )y /J -f(y^ J sin a «^-5 , cos 1 *)J; ,, •» ^ j 

1 + 2 (^T’sin « sin «'.+ £’ cos « cos «') x’y' f 

Pour que cette équation soit de même forme que celle qui 
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est relative aux axes , il faut qu’elle ne contienne point le 
rectangle x'y' des coordonnées. Il faut donc profiter de 
l’indéterminalion de « et de a 1 pour faire disparaître ce 
terme , en rendant son coefficient nul ; ce qui donne la 
condition 

( A 1 sin a sin »' -j- B 1 cos * cos «' ) = o , 
et l’équation de la courbe devient 
(A* sin**' ■\-B'Gos^‘K')y , '' -\-{A’ , s\n*tt-\-B*cos*a)x' t -=zA' B*. 

l 3 g. Cherchons à interpréter les résultats que nous venons 
d’obtenir. La condition qui existe entre * et *' ne suffit pas 
pour déterminer ces deux angles ; elle fait seulement connaître 
l’un d’eux quand l’autre est connu. On peut donc prendre l’un 
des deux à volonté , et par conséquent il existe une infinité de 
systèmes de coordonnées obliques tels que ceux que nous 
cherchons. 

Un de ces systèmes est celui même des axes de l’ellipse ; car 
la relation de « et de *' est satisfaite quand on suppose 
• sin « = o , et cos *' =: o ; ce qui fait coïncider les x' avec 
les x , et les y' avec les y. Aussi , par ces suppositions , rc- 
tombe-t-on sur l’équation aux axes. On satisferait encore aux 
conditions données , en faisant sm a' =r o , cos « =• o. Ce qui 
donnerait encore l’équation aux axes , avec cette seule dif- 
férence , que les x' coïncideraient avec les y , et les y avec 
les x. . i . 

Ce sont là les seuls systèmes de diamètres conjugues qui 
puissent être rectangulaires. En effet , supposons qu’il y en ait 
d’autres , ils devront , ainsi que les précédens , satisfaire à la 
condition *' — xzx 100° ou *' = 100 a , ce qui donne 

sin *'= sin ( 1 oo° -J- *) = sin 1 oo° cos « - 1 - cos 1 oo° sin a — cos « 
cos cos(ioo° -}-«) = cos loo” cos * -J- sin 1 oo° sin*= — siif* 
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or , ces valeurs étant substituées dans l’équation de con- 
dition 

A* sin «esin *'+ B cos * cos o , 



elle devient 



| A* — B % } sin « cos « = o j 

et comme on ne peut pas disposer des quantités A et B qui 
sont données par la nature de l’ellipse que l’on considère , on 
ne peut y satisfaire que faisant sin n ~ o , ou cos * — o , 
suppositions qui nous ramènent précisément aux deux cas 
que nous venons d’examiner , et qui nous conduisent toujours 
à l’équation aux axes. 

Si l’ellipse se changeait en "un cercle, on aurait A — B , 
et l’équation se trouverait satisfaite d’elle- mémo , quelque 
valeur que l’on voulût donner à l’angle u. Ainsi , dans le 
cercle , tous les systèmes de diamètres conjugués sont rec- 
tangulaires , au lieu que dans l’ellipse les axes seuls jouissent du 
cette propriété. 

140. En faisant successivement y’—o , x'=o. on aura les 
distances de l’origine des coordonnées aux points dans les- 
quels la courbe coupe les diamètres auxquelselleest rapportée. 
Si on représente ces distances par A 1 et B' , la première étant 
comptée sus' l’axe des x' } et la seconde sur l’axe des y' , on 
trouve 



A»= A ' B ' B"= é'J? 

A* sin 1 * -\- B* cos J « ’ - A' sin? cos < 



et l’équation de la courbe devient ' ' 

A " + B 1 ? y; = A 1 ’ BL\ 



a A’ , 2 B 1 , représentant les longueurs des deux diamètres 
conjugués. On appelle paramètre d’un diamelre une troisième 
proportionnelle à ce diamètre et à son conjugué : d’après 



A n B<'= 
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2 JS" . 2 

cela, — — - est le paramètre du diamètre 2 A', et' est ce- 

A ]}< 

lui de son conjugué 2 B'. Né us ne ferons pas un usage particu- 
lier de ces quantités , et nous n’en parlons que parce qu’elles 
sont fréquemment employées dans les traités synthétiques. 

141. Si l’on multiplie l’une par l’autre les valeqgsde A'* et 
de B'*, il vient 

AW 



A '• B '* =■ 



y/-'siti’a / sln : '«_(_yJ 1 £ 1 (sin a «c<)s' i <e'-f.cos a asin a a')-|-JS4cos a «cos i i4' ’ 
résultat qui peut se mettre sous la forme 

A"B n = — dlËl 

(-dTsin a' sin a -j -B a cosa'cosa) 1 -j-.^l 1 .Æ 1 sin a (*' — a) 

La première partie du dénominateur s’évanouit en vertu de la 
relation qui existe entre <*' et a , et en réunissant les autres 
termes , on a simplement 

A* B 1 

sin 1 («' — «)’ 

qui donne 

AB=A'B' sin («' — «). 

L’angle »' — « est celui que forment les deux diamètres conju- 
gués entr’eux (fig. 48 ). Par conséquent , A' B' sin(«' — <t) 
exprime l'aire du parallélogramme AC R' B’ : cette aire est 
donc égale au rectangle ACRB formésur les axes; d’où résulte 
ce théorème que , dans l’ellipse , le parallélogramme cône • 
truit sur deux diamètres conjugués quelconques est équiva- 
lent au rectangle construit sur les axes. 

Cette valeur de AB étant substituée dans les expressions 
de A 12 et de B elles donnent 

2?'* sin 1 («'— «)=: A‘ sin 1 « -f- B' cos* « 

A '* sin, ( «' — a ) = A 1 sin 1 «' -}- B » cos a «'• 

11 
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Ces équations peuvent se mettre sous la forme suivante : 

« 

(«’ — * . a) ss A 1 sin* a (sin* a'-f- cos’a') -f- B x cos* a (sin* «' -J- cos’ a') 
(*' — • *) — A' sin’ A (sin’ a -f- cos* a ) 4- B % cos* a'^sin’ a -j- cos* a); 

En ajoutant ces équations , et effectuant les multiplications in- 
diquées , on trouve 

(^' J -{-.B , ’)sin’(«' — a}=(y 2 ’-J- 21 *) (sin’acos'V-f-cos’asinV) 
-J-iiy/’sin’asin’a'-j-aJS’cos^'acos 1 »'. 

Ilne manque au coefficient de A' -\-B * qu’un terme pour être 
égal à sin’ (*' — a). En le complétant , l’équation précédente 
devient , 

(, d" -f B" ) sin’ ( »’ — a ) = ( A' + B' ) sin* (-' — «) 

■+• 2 sin a sin a' ( A a sin a sin a' -f- B ’ cos a eus a ' ) 

+ 2 cos a cos a 7 ( sin a sin a' 21“ cos a cos a'). 

La partie indépendante de sin (a' — a) s’évanouit d’elle- 
même en vertu de l’équation de condition entre a et a’ ; et, 
en divisant le reste par le facteur commun sin* (a' — a) , on 
trouve 

A 1 ' + B" =.A' -f B x ; , 

c’cst-à-dire que , dans l’ellipse , la somme des carrés de 
deux diamètres conjugués est loti) ours égale à la somme 
des carrés des deux axes. 

142. Les trois équations . 

A % i«uig a tang a' -f- JS' = e 
ABcxA' B' sin ( a' — a ) 

, A X + B X =A ' 2 ±B' X 
suffisent pour déterminer trois quelconques des six quantités 
A , B , A 1 , B' 

lorsque les trois autres sont connues : elles peuvent par consé- 
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quent servir à résoudre toutes les questions relatives à la re- 
cherche des diamètres conjugués , quand on connaît les axes , 
et réciproquement. » 

143 . En comparant la première de ces équations avec la re- 
lation trouvée dans l’art. 124 , pour que deux droites me- 
nées des deux extrémités du grand axe se coupent sur l'el- 
lipse , on voit que les angles * , a! , satisfont à cette condi- 
tion. Il est donc toujours possible de mener , par les deux 
extrémités du grand axe, deux droites qui se coupent sur 
l’ellipse, et qui soient parallèles à deux diamètres conju- 
gués donnés 5 ce qui s’accorde avec ce qu’on a vu dans 
l’art. îâl. 

De là il résulte un moyen très -simple de trouver deux 
diamètres conjugués qui lassent entr’eux un angle donné , 
en supposant que l’on connaisse les axes de l’ellipse. 

Sur l’un de ces axes on décrira un arc de cercle capable de 
l’angle donné. Par un des points où cet arc coupera l’ellipse, on 
mènera aux extrémités, de l’axe des cordes supplémentaires ; 
elles seront parallèles aux diamètres cherchés. Ainsi , ‘fep leur 
menant des parallèles par le centre de l’ellipse , on aura ces 
diamètres. 

On fera cette construction sur le grand axe , si l’angle donné 
est obtus ; sur le petit , s’il est aigu. Lorsque cet angle sor- 
tira des limites assignées pour les diamètres conjugués , le 
problème sera impossible , et l’arc du cercle ne coupera pas la 
courbe. 1 . . 

Il est visible que cette construction s’accorde avec les 
équations précédentes et avec les considérations de l’ar- 
ticle 124. On pourrait aisément la traduire en analyse; et, 
en la combinant avec l'équation de l’ellipse , on trouverait 
le nombre des solutious et les conditions d’impossibilité. 
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Je laisse celte recherche à faire aux élèves qui voudront 
s’exercer. 

144. Si l’on demandait que les diamètres conjugués cherché! 
fussent égaux enlr’eux , on aurait , en égalant les valeurs trou- 
vées dans l’art. 141 , 

A 2 sin* a + B 2 cos 1 <* = A 2 sin* «' B 2 cos* a'j 
d’où l’on tire 

sin* « Z2 sin’ a 1 , cos a a 22 cos’ a', 

et enfin 

sin a = sin a', cos ce ==fc: cos a'. 



On ne peut pas prendre ces valeurs avec le même signe , parce 
que l’équation 

A 2 tang a tang et' -|- B 2 = o 



exige que tang a et tang a' soient de signes contraires : il faut 
par conséquent qu’on ait 



sin et 22 sin a', cos a = — cos a', 

ou bien 

sinet sin et', cos et = cos et'. 

Mais il est aisé devoir que ces suppositions conduisent au 
même système de coordonnées ; et l’équation précédente donne 
toujours 

B 

tang « = ct= — , 

le signe inférieur étant relatif à un des diamètres , et l’autre à 
son conjugué. Si donc par les extrémités des axes de l’ellipse 
on mène dos cordes BC, B'C ( fig. 49 ) , les diamètres paral- 
lèles à ces cardes seront conjugués et égaux. 

L’ellipse rapportée à ces diamètres a pour équation 

y + *'* = A n , 
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qui'est analogue à celle du cercle entre les coordonnées rectan- 
gulaires. 

l45. Parmi toutes les cordes menées des extrémités B, B' de 
l’axe à un même point de la courbe, BC et B'C sont celles qui 
comprennent le plus grand angle ■■ par conséquent, l’angle 
obtus , formé par les diamètres conjugués égaux est le 
plus grand de tous ceux qui sont formés par deux diamètres 
conjugués. 

i46- Reprenons maintenant l’équation 

A” /* + B” x’* = A n B'\ 

Pour plus de simplicité , nous supprimerons les accens des 
variables.^, y 1 , en nous rappelant toutefois qu’el' ’secomptent 
sur des axes obliques , et nous écrirons 

A" y + B' 1 x*= A'* Su- 
cette relation étant absolument de même for celle qui 

est relative aux axes , toutes les propriétés i . antes de 

l’inclinaison des ordonnées seront communes ..es de l’el- 

lipse et à ses diamètres conjugués. 

Ainsi chaque diamètre divisera en deux parties égales les 
* ordonnées parallèles à son conjugué; mais comme ils ne sont 
pas à angle droit l’un sur l’autre, la courbe ne Sera pas symé- 
trique de part et d’autre de chacun d’eux. 

De plus j la valeur de y* étant 

, R" > ,, 
y A m U ■—*’)• 

on aura , en nommant y", x" , les coordonnées d’un autre 
point de la courbe , 

(A' + x ) ( A x ) 

y "* (A’ + x") (A'— A')’ 
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A' -f- x , — i, sont les distances du pied de l’ordonnée 

MP aux extrémités B , b , du diamètre b AB ( fig. 5o ) : les 
carrés des ordonnées aux diamètres conjugués sont donc 
proportionnels aux produits des segmens qu’elles forment 
sur ces diamètres. 



147. On tire de là un moyen fort simple de décrite une 
ellipse lorsqu’on connaît deux de ses diamètres conjugués 
uA' , 3 B' , et l’angle qu’ils font entr’eux. Sur le premier , par 
exemple, on décrira une ellipsedont les axes soient s A' et 2Z?'; 
ensuite on inclinera les ordonnées N P , N' P 1 sous l’angle 
donné , sans changer leur longueuç , et les points M, M', 
trouvés par ce procédé , appartiendront à la courbe cherchée. 

148. L’équation de la ligne droite étant de meme forme entre 
des coordonnées obliques qu’entre des coordonnées rectangu- 
laires , la combinaison de la ligné dtoite et de l’ellipse rap- 
portée à des diamètres conjugués dépendra des mêmes formules 
que dans le cas où cette courbe est rapportée à ses axes ; et Ton 
obtiendra par conséquent , dans ces deux systèmes , des ré- 
sultats analogues. 

Nommons (3 l’angle que forment entr’eux les diamètres 
conjugués 2 A 1 , et 2.B' ( fig. 5i ). Si par le point D , pour le- 
quel y i= o , <sf x = A' , on mène une ligne droite qui fasse 
avec l’axe AK un angle a, il résulte de l’art. 25 que son équa- 
tion sera de cette forme * 



r = a (x — A 1 ) 



sin (jS — «) 



Si , par le point D , pour lequel .y = 0 , et x — — A 1 , 
mène une autre droite dont «' soit l’angle avec l’axe des x , 
aura 



yxxa'^S + A’) a' 



sin *! 

sin (/8 — «') 



1 



0)1 

011 
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Pour que ces droites se coupent sur l’ellipse , il faudra combi- 
ner leurs équations avec la suivante 

A 1 ' y 1 + B" x* = A" B , 

I * 

qui appartient à cette courbe : mais le système de ces éeua- 
tions étant le même que dans l’art. ia/j, le résultat entre a et u.' 
sera aussi le même , et il viendra 

A"aa< + B'' = o 

pour la condition que les droites se coupent sur l’ellipse. Mais 
ici a et a! ne désignent plus les tangentes trigonométriques des 
angles que ces droites font avec l'axe des x , clics expriment 
les rapports des sinus des angles qu’elles font avec les deux 
axes des coordonnées. 

149. Si l’on veut mener une tangente àTellipse par un de 
sej, points, en nommant x" , y", scs coordonnées rapportées 
aux diamètres , on aura 

A" y"' + B” x »' = A” lï\ 

La tangente étant une ligne droite , et devant passer par ce 
point , son équation sera de celle forme 

y — y" = a ( x — x" ) , 

a étant une constante qu’il s’agit de déterminer. 

Pour y parvenir , on combinera les deux équations précé- 
dentes avec celle de l’ellipse , qui est 

A^y' + B'" x* — A"B n , 

en raisonnant comme dans l’art. 127 ; mais le système des for- 
mules empl >yées étant aussi le même , on trouvera, comme 
dans ce cas , 



B 1 ’ x" 
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et l’équation de la tangente deviendra 



n'» x" 

ou , en réduisant 

A" yy" + B" xx" = A" B” ; 



c’est-à-dire qu’elle aura la. même forme que dans le cas des 
axes. Il est visible que l’expression de la soutangente qui s’en 
déduit sera aussi la même. 



i5o. Si , parle centre de l’ellipse , qui est aussi l’ofigine des 
coordonnées , on mène une ligne droite , son équation sera de 
cette forme 

j — a' x. 

Si celte droite passe par le point de tangence , il faudra que 
l’on ait 

y" = a'x '' ; d’où a ' — • 



Cette valeur de a' étant multipliée par celle de a , qui convient 
à la tangente , il vient 




En comparant cette relation avec le résultat de l’article précé- 
dent, on voit que le point de tangence est sur une ellipse 
rapportée à des diamètres conjugués parallèles à ceux de la 
proposée , et dont le rapport est le même. Cette ellipse passant 
par l’origine des coordonnées et par le point où la tangente 
rencontre l’axe des x , un de ces diamètres est la distance de 
ec point a l’origine. 

i5l. Ceci fournit un moyen de mener une tangente à l’el- 
lipse par un point pris sur cette courbe , sans connaître ses 



/ 
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axes ( fig. 5a ) ; car , si de ce point M , on mène au centre 
le diamètre AM, et que, par l’extrémité D' du diamètre DD', 
on mène D'N parallèle à AM , MT parallèle à DN , sera 
la tangente demandée. Cela se prouve aisément en appliquant 
ici le raisonnement dont nous avons fait usage dans l’art. 129 . 

Les données employées dans cette construction sont un dia- 
mètre DD' et le centre A. Or , ces deux choses sont faciles à 
déterminer , lorsque l’ellipse est donnée ; car soit AB une 
portion d’ellipse, menez deux parallèles quelconques terminées 
à la courbe , et par le milieu de ces lignes menez une droite, ce 
sera un diamètre qui passera conséquemment par le centre. 
Menez deux autres parallèles dans une autre direction , vous 
aurez un second diamètre , qui passera aussi par le centre. Et 
ainsi le centre sera déterminé par l’intersection de ces dia- 
mètres. * 

i 52. Si l’on mène le diamètre AM' parallèle à la tan- 
gente MT , la tangente au point M ' sera parallèle à D'N, 
et par conséquent à AM : les deux diamètres AM , AM’, 
seront donc conjugués l’un de l’autre, et l’angle M'AM, 
compris entr’eux , sera égal à l’angle D'ND formé par les 
deux cordes supplémentaires qui leur sont respectivement 
parallèles. 

- Ainsi , pour avoir deux diamètres conjugués qui fassent entre 
eux un angle donné , il faut , sur un diamètre quelconque DD', 
décrire un arc de cercle capable de cet angle (iig. 53). Par le 
point N, où l’arc coupera l’ellipse , on mènera aux extrémités 
du diamètre les cordes DN, D'N, qui seront respectivement 
parallèles aux diamètres cherchés : on pourra donc mener 
ceux-ci , puisque le centre de l’ellipse est d’ailleurs connu. 

i53,. Si les diamètres demandés sont les deux axes de l’el- 
lipse , leur angle est droit , et l’arc de cercle devient concen- 
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trique à la courbe (fig. 53 ). Ainsi, pour trouver les axes d’une 
ellipse donnée, lorsque l’on connaît son centre, 21 faut , sur un 
quelconque de ses diamètres , décrire une circonférence de 
cercle; par un des points d’intersection mener des cordes aux 
extrémités du diamètre , et par le centre, des parallèles à ces 
cordes r ce seront les axes demandés. 

154. Il serait facile , en suivant la marche que nous avons 
tenue , de revenir de l’équation 

A u / -f B"x' = A'* B 1 ' ' . 

relative aux diamètres conjugués , à celle qui appartient aux 
axes : on retomberait ainsi sur les relations que nous venons 
d’établir , et il devient par conséquent inutile que nous nous y 
arrêtions plus long-temps. 

Sur l’Equation polaire de l’Ellipse , et sur la 
Mesure de sa surface. 

1 55 . Dans ce qui précède, nous avons déduit de la seule 
équation de l’ellipse les diverses circonstances qui la caracté- 
risent : réciproquement , une seule de ces circonstances nous 
reconduirait à son équation. 

Proposons-nous , par exemple, de trouver une courbe telle 
que la somme des distances de chacun de ses points à deux points 
donnés soit constante et égale à 2 A. 

Soient F, F 1 , les points donnés ( fig. 54 ). Plaçons l'origine 
des abscisses en A , au milieu de la ligne FF' , que nous ferons 
égale à le; et supposant que M soit un point de la courbe , 
nommons AP,x‘, PM, y, et désignons par s , t’ , les distances 
FM et F'M : nous aurons pour les équations du problème, 

s'sry* + (c — *)’, z” =y* + (c-fx)V 
s+ s' = * A. 

s, 

t 



Digitized by Google 



DE L’ELLIPSE. 17» 

Ajoutons et retranchons successivement les deux premières 
équations membre à membre , il viendra 

** + a'* = a (y* -f -+■ c*), 3'* — ** = 4 «C. 

La seconde peut se mettre sous cette forme, 
i (*'+*) (*'—*) = 4 ox. 

Substituant pour z s' sa valeur tirée de l’équation 



il vient 



d’où l’on tire 



J -f- 2 = 2 A , 



a ex 

~Â~’ 



z't=A + — , z~A 



ex 

~âl' 



Mettant ces valeurs dans l’équation qui donne z n -J- 3*, il 
vient 

A'+ =,*+,*+<-, 

j I 

OU 

A’ (y* -f -x')—c’ x'zxA'tA'—e*). 
Lorsqu'on fait x nul , cette équation donne 
y' = A' — c*. 

C’est le carré de l’ordojinée de la courbe à l’origine. Comme e 
est nécessairement moindre que A , d’après les données dè la 
question, cette ordonnée est réelle, ét en la représentant 
par B, on a 

B' = A'—c\ 

Si l’on tire de ce résultat la valeur de c , et qu’on la substitue 
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dans l’équation de la courbe , cette équation devient 
A*y' + B'x * =iA'B', 

qui est l’équation d’une ellipse rapportée au centre et à ses 
axes. 

l56. Avant qu’on eût éliminé les quantités s et z', l’ellipse 
était aussi bien caractérisée par Tune ou l’autre des équations 




que parcelle à laquelle nous sommes parvenus ensuite; car les 
distances z et s' étant variables en même-temps que l’abstisse x , 
peuvent convenir successivement à tous les points de la courbe , 
et servir à les déterminer lorsque x est connu. On peut donc 
regarder les variables x et x , ou z' et x\ comme formant un 
véritable système de coordonnées qui ne sont plus rectangu- 
laires ; mais il faudra se rappeler que ces coordonnées partent 
toutes du même point : de F, par exemple , si l’on prend 
l’équation 






et de F, si l’on emploie la seconde 



l X 

a 




Si l’on veut aussi compter les abscisses à partir du même point , 
que l’oit prend pour l’origine des z ou z', il faudra faire une 
nouvelle transformation ; par exemple , si l’on veut que ce 
soit à partir du point F’, en nommant x ' une nouvelle abscisse 
telle que FF, on aura 

x' — c -j- x -, 
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*' = A + c 



{d ~ c ) 

A ' 



i 7 3 



Dans le second cas, si l’on nomme x 1 une nouvelle abscisse 
telle que FP y on aura 



«e qui donne 



x’= x — e; 



X= A — c 



(*' + e) 

A 



Les x' positifs cfc la première de ces suppositions donnent 
pour s ' les mêmes valeurs que les x' négatifs de la seconde , et 
réciproquement , parce que la courbe étant symétrique de part 
et d’autre de l’axe des y , les points qui correspondent à des 
abscisses égales et de signes contraires sont situés à des dis- 
tances égales des foyers opposés. 



157. Lorsque les lignes variables auxquelles une courbe est 
rapportée partent toutes d’un même point , comme dans le cas 
actuel , on leur donne le nom du coordonnées polaires : l’équa- 
tion polaire de l’ellipse est donc , en plaçant l’origine au foyer F, 



= A — c 



(-c + c) 



On peut lui donner une forme très-élégante, en introduisant 
au lieu de x l’angle formé par le rayon g avec l’axe. Soit v cet 
angle , on aura évidemment 



Si, de plus, on fait 



x = g co s V. 



c = Ae , 



e sera le rapport de l’excentricité au demi grand axe, et , par la 
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substitution de ces valeurs, l’équation de l’ellipse devient 

s — A — e (s cas Ae ) ; 



ou , en tirant 1a valeur de s , 




l -J- e cos v 



La quantité A ( i — e’ ) est égale à A ^ I — J 



- , c’est le demi-paramètre de l’ellipse , et la distance s se 



nomme rayon vecteur. Cette forme est fréquemment employée 
dans l’astronomie. 

On déduirait directement ces résultats de l’équation de l’el- 
lipse rapportée aux coordonnées rectilignes , en y substituant 
au lieu de x et y leurs valeurs exprimées en fonction du rayon 
vecteur z et de l’angle v formé par le rayon vecteur avec le grand 
axe. En effet , on a vu dans l’article 86 , que généralement , 
pour transformer des coordonnée* rectilignes et rectangles en 
coordonnées polaires , on avait entre ces deux systèmes les 
relations 



K == x' -f- s cos v 
y ë— y' z s ' n v 



x’ et y' étant le? coordonnée» rectangulaires du point que l’on 
veut ehoisir pour.pùle ; introduisant ces valeurs d? us l’équation 



A* y* + B* x* =± A* B\ 

elle devient , 

A ’ s’sin* v-\-zA* y 1 xsin v -f- A* y 1 * xzA* B* (i) 

-j-B'’z*cos 1 ffîi’i'i cosr 4- B 1 y'*. 

C’est l’équation polaire la plus générale de l’ellipse , et l’on 
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en, pourrait déduire toutes ses propriétés aussi facilement que 
nous l’avons fait avec l’équation en coordonnées rectangulaires. 

En effet , supposons d’abord que le point choisi pour pôle 
soit un des points mêmes de l’ellipse. Alors ses coordonnées x' 
et y 1 devront satisfaire à l’équation de cette courbe, c’est-à-dise 
qu’il y aura entr’elles la relation 

A* y* B ’ x '» — A* B* , 

alors l’équation (1) devient . . 



sin’ v -{-/?’ cos’ v)z* -f- 2 {A’y' sin v -j- B* x' cos v)s= o, 

elle est donc satisfaite quand s = o , c’est-à-dire que l’une des 
deux valeurs du rayon vecteur est toujours nulle , ce qui est 
évident de soi-même. Supprimons ce facteur , il reste 



2 (A*y s in v -f- B*x' cçs v) 

A ’ sin 1 v -f- B % cos* v 

c’est la seconde racine de l’équation (i) , car il est visible que 
cette équation étant du second degré, a nécessairement deux 
racines qui sont les deux rayons vecteurs que l’on peut mener 
à la courbe , d’un même point et sous le même angle v. 

Si l’on voulait que cette seconde racine fût encore égale i 
zéro comme la première , le rayon vecteur deviendrait tangent 
à la courbe; mais cela ne peut arriver pour chaque pôle que 
d’une seule manière , et dans une seule direction , car cette 
condition exige que l’on fasse 



A* y' »in v B* Q 0 ? v = ° ou 



tangv = — 



B'x' 

A* y 



la valeur de tang v étant unique , elle ne peut appartenir qi^’à 
deux angles, dont les valeurs soient supplétnens l’une de l’autre, 
„ et qui dirigeront toujours le rayon vecteur suivant la même 



/ 
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« 

droite. En effet , cette valeur de tang v est précisément celle 
que nous avions trouvée page 147, pour exprimer la tangente 
trigonoinétrique de l’angle que la tangente à un point quel- 
conque de l’ellipse forme avec le grand axe. 

Généralement, si dans la formule 

2 (A* y' si'nt' B* x' cos *■) 

A* sin* v -J- Z?’ cos* u 

on met successivement pour v toutes les valeurs que peut 

prendre un angle depuis v— o jusque t> = 400° , on aura pour 

z autant de valeurs différentes qui donneront autant de points 

de l’ellipse, et qui permettront de la décrire entièrement. 

' % 
Mais ici , comme dans tous les cas où l’on emploie des 

coordonnées polaires , il y a une remarque importante à 
faire , 'c’est que , lorsqu’on fait varier les angles d’une ma- 
nière continue de 0“ à 400°, ce qui est avantageux pour l’in- 
terprétation des formules , il faut n’employer que les valeurs 
positives du rayon vecteur et rejeter toutes les valeurs néga- 
tives. 

Pour prouver cela en toute rigueur , il suffit de reprendre 
les équations 

x = s cos v y — z sin p, 

quiexpriment les valeurs de x,y, en fonction du rayon vecteur z 
mené depuis l’origine , et en fonction de l’angle v que forme le 
rayon avec l’axe des x ; il est visible que si l’on fait varier t> 
depuis o jusqu’à 400°, en observant , comme on doit le faire , 
de donner aux sinus et aux cosinus les signes qui leur con- 
viennent dans les différens cadrans, les valeurs de x et de y 
passeront successivement par toutes les combinaisons possibles 
de signes , et pourront ainsi appartenir successivement à tous 
les points de l’espace , en donnant des valeurs diverses, mais 
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positives au rayon vecteur z ; mais au contraire , si l’on voulait 
que s changeât aussi de signe avec v , on ne pourrait pas ap- 
pliquer ces formules à tous les points de l’espace , à moins de 
limiter les variations de 1 p , par exemple depuis <p = o jus- 
qu’à tp — aoo*, supposition bien plus compliquée que la pré- 
cédente , puisqu’elle exige pour le changement de signe de* 
précautions particulières que l'on évite en donnant à l’angle v 
toutes les valeurs de o à 400°. 

A cette démonstration rigoureuse nous joindrons la raison 
métaphysique pour laquelle on ne doit point changer le signe 
du rayon vecteur z , quand on change celui de sin tp et do 
cos <p. C’est que les changemcns des signes algébriques ne 
doivent être employés dans la géométrie que lorsqu’ils expri- 
ment des oppositions de directions , et qu’ici cette opposition 
n’a pas lieu relativement au rayon vecteur s , qui se compte 
toujours sur la même droite, dans le même sens, et à partir 
du même point ; mais elle a lieu pour le cosinus et le sinus de 
l’angle v , qui changent de signe dans les différens cadrans , 
parce que leur direction s’y trouve opposée à ce qu’elle était 
d’abord. 

f 

Après cette discussion , je reviens à l’équation 

2 . (A* y* sin v -f- /?* x' cos v) 

A % sin* u -f- if* cos* v 

et pour y mettre en évidence la nécessité du choix que nou* 
venons d’indiquer entre les valeurs positives et négatives, de s , 
supposons que le pôle pris pour l’origine soit précisément 
l’extrémité du grand axe qui est situé du côté des x positives. 
Pour introduire cette supposition, il faudra faire dans notre 
formule 



/ = * x'—J, 
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cl alors elle deviendra 

a AB * cos v 
A * si n v -\-B ’ eus * v 

tant que l’angle ('sera compris entre o et r±zioo°, les valeurs de a 
seront négatives , et par conséquent ne devront pas être cons- 
truites; ou, ce qui revient au même.*, elles montreront qu’aucun 
point de la courbe ne sera situe entre les limites comprises, par 
ces angles. Au contraire , quand v surpassera :*= ioo°, le rayon 
vecteur z sera toujours positif, et donnera des points réels de 
la courbe. Tout cela est , en effet , conforme à la nature de 
l’ellipse. Si à l’extrémité de son grand axe on lui mène une 
tangente qui sera perpendiculaire à l’axe des x , tous les points 
réels de la courbe seront situés en-deçà de cette tangente, aucun 
ne sera situé au-delà. ' 

Reprenons maintenant l’équation générale (i); mais au 
lieu de supposer le pôle placé sur un point de la courbe t 
aupposons-le placé dans un des foyers de l’ellipse , par exemple 
dans celui dont les coordonnées sont 

y' —o x u = A' — B* 

En substituant ces valeurs dans l’équation (i) , elle devient 
( A' sin* v -f-R’cos* v ) a* -f- 2 JB* x 1 cos v. «= -f- 2J4, 

Si on la résout par rapport à x , on trouve sous le radical la 
quantité 

jB* (a#* sin’ v + B' cos* v) -J- 'x* cosV, 

qui , en mettant pour x ,% sa valeur A* — B % , se réduit à 
A* B 1 * (sin* v -}- cos* v ) ou A % 2?* , . 
ce qui donne pour s ces deux valeurs rationnelles 

Ji'{x’co»v — A\ B*(x' co&v-t-A) 

■ I‘t If — > 1 ' _ 

^'smV-J-ü’cosV ^’sin’v-t-R’cos’v 



/ 
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Ces deux valeurs peuvent encore être mises sous une forma 
plus simple , car on a 

.rf’sin* v+B'coi'vzzA* — {A* — B*)co»*v=:A i — x^oosV: 



Or , la quantité A' — x’* cos* v est le produit des deux fac- 
teurs A — x' cos v, A 4* x' cos v , et chacun de ces facteurs 
se trouve aussi au numérateur dans l’une ou l’autre des deux 
expressions précédentes de s ; ainsi en le supprimant, on aura 
pour z ces deux expressions plus simples 

B * • B* 

Z ZZZ - - - - - K = — 

A + x' cos v A X 1 COS y 

Examinons d’abord la première. 

Nous avons supposé x' = \/ A* — B*, mais nous n’a- 
vons pas déterminé le signe de l’abscisse x 1 du point qua 
nous choisirons pour pôle et auquel l’origine est transportée ; 
supposons-le positif, alors l’origine sera au foyer de la courbe 
qui est situé du côté des abscisses positives; dans ce cas A 
étant moindre que A , le produit de x* par cos v qpi est 
toujours une fraction , sera aussi constamment moindre que A ; 
ainsi quelque changement de signe que cos y subisse dans le* 
différens cadrans, le dénominateur A x' cos y Testera tou- 
jours positif; et comme le numérateur B* est constant et ne 
change pas de signe , on voit que lo rayon vecteur s donné 
par celte première racine sera toujours positif; il donnera 
donc toujours des points réels de la courbe , et la symétrie 
des valeurs de % cos <p au-dessus et au-dessous du diamètre 
montre que la courbe sera symétrique au-dessus et au-dessous 
de l’axe. 

Je dis de plus qu’elle n’a lira pas d’autres points que ceux-là; 
Car dans la supposition de x 1 positif, qui est celle que nous 
examinons ici , le dénominateur A — a:’ cos v de l’autre racino 
Sera aussi constamment positif ; et par conséquent le signe du 
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numérateur étant négatit , on voit que toutes les valeurs de S 

seront négatives et devront être rejetees. 

La même chose arriverait si nous mettions l’origine à l’autre 
foyer que nous supposons situé du côté des abscisses négatives, 
car alors x 1 étant négatif, les deux valeurs de r deviendraient 

_ B' _ _ £’ 

A — x’ COS V x ’ COS U 

et puisque x 1 est moindre que A , la première serait toujours 
positive et la seconde toujours négative comme auparavant. 

Si l’on supposait Az=: B , l’ellipse deviendrait un cercle ; 
dans ce cas l’équation (i) devient, en divisant par 1 A* > 

s’ -j- 2 ( x 1 cos v y sint'ja — A ’ =o 

et le dernier terme devient indépendant de l’angle <p. Or, dans 
une équation d’un degré quelconque où la puissance la plus 
élevée dé l’inconnue a l’unité pour coeflicient', on sait que le 
dernier terme exprime le produit de toutes les racines. Ici donc» 
le produit des deux valeurs de z est constant et indépendant de 
l’angle tp , quel que soit le point choisi pour pôle; c’est la 
propriété connue en géométrie relativement aux sécantes qui 
se coupent hors du cercle, ou aux cordes qui se coupent dans le 
cerclé. 

i58. Pour ne rien omettre de ce qui peut intéresser relati- 
vement aux propriétés de l’ellipse, je vais donner ici la mesure 
de sa surface , quoique cette recherche nous écarte un peu du 
but analytique que nous nous sommes proposé. 

Nous avons vu que si du centre de l’ellipse, avec un rayon 
égal au demi grand exe , on décrit une circonférence de cercle , 
et qu’on nomme y, Y, les ordonnées correspondantes de ces 
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deux courbes, on a toujours 




Les aires de l’ellipse et du cercle sont aussi dans le même 
rapport. x 

Pour le faire voir, inscrivons à la circonférence B MM' B 1 
un polygone quelconque , et de chacun desrs angles menonsdes 
perpendiculaires à l’axe BB' (lig. 55 ) : en joignant les points 
où ces droites rencontrent l’ellipse, on formera un polygone 
intérieur k cette courbe; un quelconque des trapèzes P N P' N'. 
de ce polygone aura pour mesure 

< fiv + w > ou <*_,') <£±i>. 

Le trapèze correspondant PMP'M 1 dans le cercle, aura pour 
mesure 

' (esr+W) ou (r+r) . 

2, a 

Ces trapèzes seront donc entr’eux dans le rapport constant de 
B a A. I.es surfaces des polygones inscrits dans les deux courbes 
seront aussi dans le même rapport ; et comme cela a lieu , 
quel que soit le nombre des côtés de ces polygones , cc rapport 
sera encore celui de leurs limites; d’où il suit qu’en désignant - 
par e et E les aires de l’ellipse et du cercle, on aura 

e _ _? 

E ~ A ’ 

c’est-à-dire que l’aire de l’ellipse est à celle du cercle circons- 
crit comme le second axe est au premier. 
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En désignant paT *■ la demi-circonférence dont le rayon 
égale 1 , sr A' sera Faire du cercle décrit sur le grand axe, On 
aura donc , pour l’aire de l’ellipse, l’expression suivante 

> 

* e — t. AB ; 

et les aires de deux ellipses quelconques seront entr’elles dan» 
le rapport des rectangles construits sur leurs axes. On par- 
yiendrait au même résultat , en considérant la circonférence 
décrite sur le second axe. 

La même démonstration pourrait s’appliquer à deux courbe» 
quelconques dont les ordonnées , correspondantes aux même» 
abscisses, auraient entr’elles un rapport constant ; et il en ré- 
sulte que ce rapport serait aussi celui de leurs aires entre le» 
mêmes limites. 
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i5g. Ex coupant un cAne droit , dont l’angle an centre était 
de ioo°, par un plan parallèle à une de ses génératrices , nous 
avons eu pour l’équation de l’intersection 

y’+as'iso, 

les coordonnées x et y étant perpendiculaires enlr’ellcs, et z' 
une quantité positive : nous avons dit que cette courbe s’ap- 
^pelle une Parabole. 

Pour avoir les points où elle coupe l'axe des x (fig. 56 ) , fait 
*ons y = o, il viendra 

<r = o; 
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c'est-à-dire que cela a lieu dans un seul point , qui est l’origine 
des coordonnées. 

En faisant x — o , on aura les points où elle rencontre l’axe 
des j. Celte supposition donne ( 




c’est-à-dire que cela n’a lieu qu’à l’origine. 

Ainsi la courbe n’a qu’un point de commun avec les axe» 
des x et des y : ce point est l'origine des coordonnées , et l’on 
voit qu’elle y est touchée par l’axe des y. 

En résolvant son équation par rapporta^, il vient 

y=ï±:l/ — a z'x. s 

Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires, la courbe 
est symétrique au-dessus et au-dessous de l’axe des x. 

x positif donne toujours y imaginaire , puisque s 1 est une 
quantité positive : la courbe ne s’étend donc pas du côté des 
abscisses positives , et elle est limitée , dans ce sens , par l’axa 
des j.' 

X devenant négatif, on a 

\ 

yxstü \/ 2 z'x. 

Alors les valeurs de y sont, toujours réelles , et d’autant plus 
grandesque «est plus-grand. La courbe s'étend donc indéfini- 
ment de .ce côté de l'axe des * , et elle a la forme représentée 
fig. 56. , ' 

Puisqu’il n'y a d’ordonnées réelles que du côté des abscisses 
négatives, nous prendrons celles-ci pour les positives » et nous 
aurons 

» y* — as'jr. 
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Le Rapport du carré de l’ordonnée & l’abscisse étant , d'après 
l'équation précédente, le même pour tous les points de la 
courbe , il s’ensuit que, dans lu parabole , les carrés des or- 
données sont entreux comme les abscisses correspondantes. 

1 60. La ligne indéfinie AX se nomme Y axe de la parabole ; 

le point A en est le sommet. N 

Le coefficient constant a z' s’appelle le paramètre. Si l’on so 
reporte au n°. 98 et à la fig. 35, on verra que z' était la distance 
du centre du cône au plan des xy, qui était le plan coupant ; 
et, comme Fangle au centre du cône était de ioo°, et qu’une 
de ses génératrices coïncidait avec l’axe des z , son axe faisait 
avec le plan des xy un angle de 5o° : par conséquent , la distance 
de l’origine des coordonnées au pied de l’axe était aussi z , ; on 
voit que , dans la parabole , comme dans l’ellipse , le paramètre 
est double de cette distance (n°. 1 l5). 

161. Pour éviter les accens, nous écrirons dorénavant p au 
lieu de z'. dans l’équation de la parabole, qui sera ainsi 

• y* ~ 2 px. 

Celte courbe ne s'étendant que d’un côté de l’axe des y, 
aucune droite menée perpendiculairement à son axe ne peut 
diviser en deux parties égales les droites parallèles à ce dernier 
rl terminées à la courbe. Il n’en est donc pas ici comme dan» 
l’ellipse , qui avait deux axes doués de cette propriété ; la para- 
bole n’en a qu’un seul. En se rappelant la marche que nous 
avons suivie dans l’art. 123, relativement à l’ellipse , on prou- 
vera aisément que la quantité y 1 — 2 px est positive hors do 
la parabole , nulle sur celte courbe , et négative dans sou 
intérieur. 

162. On peut décrire très-simplement la parabole de la ma- 
nière suivante (fig. 5 j). On portera sur l’axe des * , et à partir 
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de l’origine, une distance AB égale à 2 p , ou au paramètre de 
la parabole. D’un point quelconque C , pris sur le même .axe 
pour centre , et d'un rayon égal à CB , on décrira une circon- 
férence de cercle. Du point P, extrémité de son diamètre , on 
élcvera la perpendiculaire PM ; et , menant par le point Q la 
parallèle QM à l’axe des x , le point M sera à la parabole. 

Car, par cette, construction, PM=AQ, et A Q*—AB,APi 
d’ou P Aï 1 = 2 p. AP. 

i63. On a vu , en traitant des sections du cône , que la pa- 
rabole n’est qu’une ellipse infiniment alongce. Comme cette 
analogie peut nous être fort utile pour prévoir avec facilité les 
propriétés de cette courbe , il importe de la vérifier. 

Considérons donc une ellipse dont les axes soient 2 A , 2. B 
(fig, 58) ; l'origine étant au sommet , son équation sera 

y'~~p (2 Ax—x'). 

La distance du centre de l’ellipse au foyer F est I / A* — B' ; 
••en la retranchant de A , on a la distance AF, dont l’expression 
' est 

AF—A — \/ A‘ — B'. 

C’est la distance du foyer au sommet de la courbe. Intro- 
duisons cette quantité comine une constante égale à , il 
viendra 

A'~ B % — ^A 

d’où l’on lire 

B' = A P - 4~ 
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I * 

Substituant cette valeur dans l’équation de l’ellipse , elle 
devient 




Ax — *’); 



ou , en développant « 

» 

, t f , , p’ x ■» p' x' 

y — P+— }+^’ 



Si dans cette équation nous donnons successivement à A 
différentes valeurs , p restant toujours le même , nous aurons 
une suite d’ellipses dont les grands axes seront différons , mais 
qui auront la même position du foyer F et la même distance 
du foyer au sommet de la courbé. Or, en augmentant ainsi le 
grand axe, l’ellipse s'alonge de plus en plus, sans que les 
ordonnées de ses différons points augmentent dans le même 
rapport. En effet , considérons un de ces points dont l’abscisse 
soit x , x étant une quantité finie , et voyons quels sont les 
changemcns de l’ordonnée correspondante. A mesure que A 
augmente, x restant le même, les termes qui se trouvent di- . 
visés par A et par A' , dans la valeur de/’, diminuent ; enfin , 
lorsque l'on suppose A infini , ces termes deviennent plus petits 
que toute quantité donnée , et la valeur de y' »e réduit à sou 
premier terme , qui est indépendant de A : on a donc alors 

y' = 2 px , 

y “ 

équation d’une parabole. Les ordonnées de cette parabole ap- 
prochent donc de plus en plus d'être égales à celles des ellipses , 
à mesure que A augmente ; et l’on peut prendre A si grand , 
que la différence soit moindre, que toute quantité quelconque 
donnée. 



\ 
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*64. D’après cela , il devient naturel de penser que lefoyçr 
en mm un de toutes ces ellipses jouit , dans la parabole , de quel- 
ques propriétés analogues , autant toutefois que peut le per- 
mettre la correspondance de leur forme : c'est ce que le calcul 
va confirmer, comme on le verra tout-à-l’heure. Aussi ce point 
se nomme-t-il le foyer de la parabole ; sa distance au sommet 

de la courbe est , c'est-à-dire qu’elle est égale au quart du -\ 
paramètre, 

i 65 . En cherchant les propriétés de ce point, il est visible 
qu’il ne faut s’attacher qu’à celles qui sont compatibles avec les 
modifications que les ellipses subissent pour dégénérer en para- 
boles. Par exemplo , on ne doit plus chercher la propriété rela- 
tive à la somme des distances , puisque le second foyer se trouve 
éloigné indéfiniment ; mais on peut se proposer de voir si la 
distance du foyer aux points de la courbe est encore exprimée , 
en fonction de l’abscisse , d’une manière rationnelle. Or , il est ' 

facile de s’en assurer; car FM étant cette distance ( fig. 3 g ), 
on a 

FM =r’+{x— — 2 px+x'—px+ -£-J , 

d’où l’on tire 

FM=zx+ JL. 

* 2 

La distance d’un point quelconque de la parabole au foyer est 
donc exprimée , comme dans l’ellipse, par une fonction ration- 
nelle de l’abscisse. De plus , sa valeur est égale à l’abscisse du 
point que l’on considère, augmentée de la distance du foyer au 
sommet de la courbe. Par conséquent , tous les points de la 
parabole sont à égale distance du foyer et d’une ligne BL mené» 

; , 
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parallèlement à l’axe des y, à une distance du sommet i 

«elte droite se nomme la directrice. 

De là résulte un second moyen de décrire une parabole dont 
le paramètre est connu. 

* 

De part et d’autre du point A , on portera sur l’axe A X le* 
longueurs AB , AF, égales entr’elles et au quart du paramètre 
de la parabole : le point F en sera le foyer (fig. 5 g). Par un 
point quelconque P de l’axe , on élevera upe perpendiculaire 
indéfinie PM ; puis, prenant la distance BP, du point F, 
comme centre avec cette distance pour rayon , on décrira un arc 
de cercle qui coupera la droite PM en deux points M, m) cea 
points seront à la parabole. 

En effet , d’après cette construction , on a 

FM— AP + AB — x -f -A . 

2 

On peut aussi, d’après la même propriété (fig. 60), d'écrire 
une parabole par un mouvement continu. 

Pour cela , on placera contre la directrice BL une équerre 
mobile EQR : puis , prenant un fil d’une longueur égale à QE , 
on fixera une de ses extrémités en E r , et l’autre en F, au foyer 
de la parabole ; on tendra ensuite le fil par le moyen d’un style 
qu’on appliquera contre la ligne QE ; faisant glisser l’équerre la 
long de la directrice, le style glissera le long de QE, et décrira 
la parabole. AV . • . .1 '"V >/ 

En effet , on aura toujours 

' 

FM 4- ME = QM+ ME ou QM — MF. 

.. <(* v - 

166. Il est également facile de s’assurer que la double or- 
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donnée qui passe par le foyer de la parabole est égale à 2 p , 
c’est-a-dire au paramètre. 

167. Cherchons maintenant à mener une tangente à la para- 
bole, dont l’équation est 

y' = 2 px. 

Soient x",y", les coordonnées du point de tangence qui est 
supposé donné , on aura 

y »' =2 p *"; 

et la tangente devant passer par ce point , son équation sera 
de cette forme 

y — y" = a (x — x"). 

Il s’agit de déterminer a. 

Cherchons les points où cette droite , considérée comme sé- 
cante , rencontre la courbe. Pour ces points y les trois équations 
précédentes doivent subsister en même-temps. Retranchant les 
deux premières l’une Je l’autre , il vient 

(f— r") (/+/') = 2 /> (* — *"). 

Mettant pour y sa valeur tirée de l’équation de la droite, la 
résultat est 

^2 ay u -j- o” ( x — x")—ip} (x — x" ) = o. 

Cette équation est satisfaite quand x — *" = o , parce que le 
point qui a pour coordonnées x", y" , est une des intersections 
de la droite avec la courbe : supprimant ce facteur , il reste 

2 «y/ -f - a’ ( x — x") — 2 p = o. 

. / 

Les deux intersections de la tangente avec la courbe devant 
se confondre en une seule , la seconde valeur de x doit encore 
«être x ' 1 y comme la première. L’équation précédente doit donc 
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être satisfaite quand x — xf', et y—y"- } ce qui exigé qu’ôül 
kit 




et l’équation de la tangente devient 



y —y" — -yr (*—*'')• 



JE n faisant disparaître le dénominateur y", et observant que 

= 2 pxf', 

on peut lui donner cette forme 

yy" = p ( x -j- x" }. 

Si l’on double celte équation , et qu’on la retranche de la pré-» 
eédente , on trouve 

y'^ — ayy>'i= — lpx-, 

ou , en ajoutant de part et d’autre .y*, 

(y—, y" Y = y' — 2 p*- 

La quantité y* — a px est donc constamment positive pouf 
tous les points de la tangente, excepté pour celui dont l’or- 
donné* est .y". Tous ces points, excepté celui de tangence , 
Sont donc extérieurs à la parabole. 

168. A l’aide de ces formules , on peut mener une tangente' 
à la parabole par un point quelconque dont les coordonnées 
seraient x', y', et qui ne serait pas pris sur cette courbe. 

Car , ce point devant être sur la tangente , il faudrait qu’il 
satisfît à son équation ; ce qui donnerait 

y/' =/>(*’ + »")» ‘ 
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et en y joignant la relation 

y" % = 2px", 

on pourrait, au moyen de ces deux équations , déterminer les 
inconnues x"j y", c’est-à-dire les coordonnées du point do 
tangence, qui seraient en général du second degré; et, en le* 
substituant dans l’équation de la tahganle , celle-ci se trouve- 
rait déterminée, et passerait par le point donBé. L'élimination 
de x" entre les deux équations précédentes donne 

)r"' — 2 — 2 px'. 

i ! . 

y aura donc en général deux valeurs, qui seront réelles, si la 
quantité 

y '* — 2 pic ’ 

est positive. Cette condition sera satisfaite toutes les fois que le 
point donné sera extérieur à la parabole ; et l’on pourra alors 
mener deux tangentes. Si le point est sur la parabole même , il 
n’y en aura qu’une seule ; enfin , s’il lui est intérieur , il n’y en 
aura plus du tout , et le problème sera impossible. 

169. Pour avoir le point où la tangente rencontre l’axe 
des x , il faut faire y = 0 , dans l’équation 

yy"=p{x + x"), 

ce qui donne 

xx=. — x". 

1 - , # 

C’est la valeur de^ 47 ’(lig. Ci) : en lui ajoutant l’abscisse AP, 
abstraction laite du signe, nous aurons la soutangeute 

■PZ'=a*"j 

c’est-à-dire que , dans la. parabole , la soutangeute est 
double de l'abscisse. Ce qui fournit un procédé trés-simplo 
pour mener une tangente à cette courbe. 



Digitized by Google 




192 DE LA PARABOLE. 

1 70. La valeur de P T étant susceptible de croître indéfini- 
ment, le point T s’éloigne de plus en plus du sommet de la 
courbe , à mesure que x" augmente. 

Si l’on voulait tenir compte du signe àeA ÜTquand on cherche 
la valeur de la soutangente PT, il semble , au premier coup- 
d’œil , que l’on aurait 

PT= AT+AP- — x". + x = o ; 
ce qui donnerait la soutangente constamment égale à zéro , ré- 
sultat absurde : mais ce n’est là qu’une erreur de signe qui vient 
de ce qu’en ajoutant AP à AT dans la figure , pour avoir PT, 
on ne tient pas compte de la position de ces lignes par rapport à 
l’origine commune , tandis que dans l’expression analytique 
cette position est observée. Cette contradiction cesse lorsque 
l’on fait abstraction du signe — dans la quantité — x 1 !, qui ex- 
prime la valeur analytique de AT, eu égard à sa situation par 
rapporta l’origine des coordonnées, et voilà pourquoi on par- 
vient ainsi au résultat véritable. 

Ces modifications , qu’il faut quelquefois faire subir aux 
expressions analytiques , pour en déduire les valeurs absolues 
des quantités géométriques , ne tiennent pas , comme on vient 
de le voir , à une imperfection de l’analyse ; elles sont , au con- 
traire, unesuitenécessairedesagrandegéncralité; car, l’analyse 
donnant à-la-fois les valeurs absolues et leurs positions relatives 
qui sont indiquées par les signes + et — , il faut la dépouiller 
de cette propriété , et faire abstraction de ces signes . quand on 
veut combiner les valeurs absolues des quantités indépendam- 
ment de leur situation par rapport à l’origine commune. 

171. Occupons-nous maintenant de mener une normale à 
la parabole. Cette normale étant une ligne droite , et devant 
passer par le point de tangence, son équation sera de la forme 

\ y = û' 
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Mais de plus , elle Soit être perpendiculaire à la tangente , pour 
laquelle on a 

JL. 



Il faut donc qu’il existe entre a et a' la relation 
aa' 4-1 = 0, 

qui donne 

P 

Alors l’équation de la normale devient 

y — y" — — 2 — ( x — x" ). 



■ __ _ y 



En y faisant y nul , et prenant la valeur de a: — x", on aura 
la sounormale , qui sera 




d’où l’on voit que , dans la parabole , la sounormale est cons- 
tante et égale à la moitié du paramètre. Cette propriété 
fournit encore un autre moyen de mener une tangente à cette 
courbe. 

1 72. Les directions de la tangente et de la normale ont dans 
la parabole, comme dans l’ellipse, des rapports remarquables 
avec celles des lignes menées du foyer au point de tangence : 
nous allons examiner ces analogies. Pour cela , du foyer F , 



oùy= o , et x = (fig. 6» ) , menons une ligne droite 
2 * 

qui passe par le point de tangence, son équation sera de cette 
forme 



y—y" = a{x — x"y, 
et la condition de passer par le foyer donnera 

—y" 
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L’angle F MT, que celte droiLt fait avec Ja tangente à la para- 
bole , a pour tangente trigonomélrique 

a — a 
l -j-aa 

En substituant , dans cette expression, pour a sa valeur qui 

est— , et pour a celle que nous venons de trouver obser- 
y” i 

vant de plus, que 

y = a px", 

elle se réduit à , ou à a ; d’où i! suit que , dans la para- 
bole , l’angle formé par la tangente avec une droite, menée 
du foyer au point de tangence est égal à V angle de la tan- 
gente avec Taxe. 

Si par le point de tangence M on mène une droite MF 
parallèle à l’axe , la tangente fera avec cette droite le même 
angle qu’avec l’axe; d’oeil suit que, dans la parabole, les 
droites menées dh point de tangence au foyer , et parallèle- 
ment à Taxe font avec la tangente des angles égaux , 
propriété qui devait naturellement résulter de ce que la pari- 
boleest une ellipse dont le grand axe est infini, et dont les 
foyers sont par conséquent infiniment éloignés l’un de l’autre. 

iy3. De là résulte un moyen très'-simplc de mener une 
tangente à la parabole par un point extérieur. 

Soient G le point donné , F le foyer de la parabole , BL 
sa directrice ( fig. 6l ). Du point G comme centre, avec un 
rayon égal à G b , on décrira une circonférence de cercle qui 
coupera la directrice en L. Du point L on mènera LM 
parallèle à l’axe ; M sera le point de tangence , et GM la 
tangente demandée. 




n, — L1 'ï 'lémpj' 
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Car, par la nature de la parabole, ML = MF ; par 
construction, GF—GL : donc l’angle LMG , ou son op- 
posé tMF', égale l’angle GMF : donc la droite MG est tan- 
gente au point M. 

Si l’on avait seulement besoin de la direction de la tangente , 
et que le point M dût être très-cloigné , il serait plus commode 
de mener, du point donné G à la droite FL, une perpendi- 
culaire GT ; ce serait la tangente demandée. 

Si l’on rapproche cette méthode de celle que nous avons don- 
née (n°. j 37) pour mener une tangente à l’ellipse par un point 
extérieur, on verra qu’elles ne diffèrent l’une de l’autre qu’en ce 
que, dansla parabole, le second foyer doit être considéré comme 
infiniment éloigné du premier ; ce qui rend parallèles à l’axe 
les lignes qui lui sont menées. La distance AB du sommet da 
la parabole à la directrice BL n’est autre chose que la diffé- 
rence des lignes F' B, F 1 A de l’ellipse ( fig' 58 ), la première 
étant égale au grand axe AA' ; et voilà pourquoi AB — AF . 
La directrice BL représente donc, dans la parabole, la cir- 
conférence de cercle décrite dans l’ellipse du point F', comme 
centre , avec le grand axe pour rayon , circonférence qui devient 
une ligne droite quand le point F' est infiniment éloigné : 
alors le point L (fig. 61) , où la circonférence décrite du 
point G, comme centre , avec GF pour rayon ? rencontre la 
directrice BL , répond au point dans lequel celte nié me cir- 
conférence coupait la précédente dans l’ellipse : et la ligne 
droite, menée par le point L parallèlement à l’axe , répond à 
celle que , dans l’ellipse, on mène au second foyer JP' (fig. 58 ). 

De la Parabole rapportée à ses diamètres. 

174. Nous allons maintenait, chercher les système? de 
coordonnées obliques , relativement auxquels l’équation de la 
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parabole conserve la même forme que lorsqu’elle est rapportée 

à son axe. Pour cela , il faut reprendre las formules générales 

x=za- f- ar'cos a -f-j/cos y =z b + x’sin * -f- /'sin a.' ; 

car il ne suffirait pas, comme on le verra toul-à-l’heure, de 
changer la direction des coordonnées sans déplacer l’origine. 
Ces valeurs étant substituées dans l’équation 

f =2 px , 

elle devient 

y'* sin’ o' -f- 2 x'y sin * sin a* x n sin’ a -f- b' — 2 np 
-f- 2 (6 sin a' — p cos a')y' -\-2 ( b sin a — p cosa)x' 

Pour qu’elle conserve la forme qu’elle avait d’abord, il faut 
qu’on ait 

sina'sina— o, sin’a=o, Æsinos’ — pcosa — o, h' — 2ap~o ; 
elle se réduit alors à 




v »._ _r 

y — rrrrr** 



La seconde des équations précédentes nous apprend que 
sin * = o , c’est -à-dire que l’axe des x 1 est parallèle à l’axe 
des x. Tous les diamètres de la parabole sont donc parallèles 
à son axe. 

Les deux autres équations donnent 

ô* — 2 ap tang «' = — - • 

La première (fig. 61 bis) montre que les coordonnées a et b 
de la nouvelle origine A' satisfont à l’équation de la parabole. 
Cette origine est donc elle-mcme un point de la courbe. 

La seconde détermine l’inclinaison de l’axe des y' relative- 
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ment à l’axe des x ; elle fait voir que cet axe est tangent à la 
parabole au point A 

Pour plus de simplicité , nous supprimerons les accens des 
variables x' et y' , en nous rappelant toutefois quelles repré- 
sentent des coordonnées obliques : nous ferons , de plus , 

^ = p* ; 2 p' sera le paramètre du diamètre auquel la 

sin a! 

courbe est rapportée , et l’on aura 

y' — 2 p r x. 

175. Les deux valeurs de y, pour la même abscisse , étant 
égales et de signes contraires, chaque diamètre divise les or- 
données qui lui correspondent en deux parties égales. 

1 76. La valeur précédente de tang a donne 

sin’ a' = • J 3 . .. ss — 

p -J- b 1 2 a -f- p 

En substituant ce résultat dans l’expression de p' , on trouve 

p’ = 2a + p, 

*P- 4 {• + ■£}• 

Or, on a vu, dans l’article l 65 , que a -1 — — est la distance 

a 

du foyer de la parabole au point de la courbe dont l’abscisse 
est égale â a. Ainsi, dans la parabole, le paramètre d’un 
diamètre quelconque est quadruple de la distance du foyer à 
Forigine de ce diamètre. Cette propriété subsiste également 
pour l’axe. 

177. L’équation de la parabole étant de la mémo forme par 
rapport à ses diamètres que par rapport à son axe 3 le» pro- 
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p rié tés indépendantes de l’inclinaison de» coordonnées seront 
communes dans-les différons systèmes. 

Ainsi , pour décrire une parabole lorsque l’on connaît le 
paramètre d’un de ses diamètres et l’inclinaison des ordonnées 
correspondantes , on décrira une autre parabole sur ce diamètre 
pour axe avec le paramètre donné, et ensuite on inclinera 
Convenablement les ordonnées de cette courbe, sans changer 
leur longueur. 

1 78. Si x' r ,y", sont les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe , on aura 

y".* = 2 p'x” ; 

et l’équation de la tangente à ce point sera de cette forme 
y — y" — a ( x — x" ). 



Le système de ces formules est le même que dans l’art. 167 ; 
et comme il faut les combiner de la même manière , on eu dé- 
duira un résultat analogue, qui sera 




et l’équation de la tangente deviendra 

yf= P '( x + *'/). 

Elle aura donc la même forme que lorsque la courbe est rap- 
portée à son axe. Il en sera de même de l’expression de la sou- 
tangente; et l’on en déduira, comme dans le n°. 169, qu’elle 
est double dans l'abscisse correspondante. 

Il suit de là que pour mener , par un point donné M de la 
parabole (fig. 61 1 er) , une tangente à cette courbe , il faut cons- 
truire l’ordonnée PM au diamètre AX, prendre A'T—A’P, 
et mener MT qui sera la tangente demandée. 




DE LA PARABOLE. 



% 

*99 

En prenant une marche inverse de celle que nous avons suivie , 
il serait facile de rapporter la parabole à son axe lorsqu'elle est 
rapportée à son diumèlre. Cela n’a aucune dilliculté , et nous 
ne nous y arrêterons point. 

• . •• e. 

Sur l’Equation polaire delà Parabole , et sur la 
Mesure de sa surface . 

V 

179. Jusqu’à présent .nous avons ;tiré de la seule, équation 
de la parabole les propriétés qoi la caractérisent : réciproque- 
ment , ces propriétés nous conduiraient à l’équation de cett» 
eonrbe. 

Proposons-nous , par exemple , de trouver une courbe telle 
que les distances de chacun de ses points à une droite et à un 
point donné soient égales entr elles. _ . 

Soient F le point donné , RL la droite donnée ( fi". G?). 
Prenons pour axe des abscisses la ligne FF perpendiculaire 
à BL, et plaçons l'origine au point A , milieu de li F , que 
nous ferons égal à p ; les ordonnées seront parallèles à la 
droite B L. 

Pour chaque point il/qui appartiendra à la courbe cherchée , 
nous aurons , en nommant s la ligne FM , 




Eliminant s , il viendra 

• 1 

y’xzïpx, 

équation à la parabole. 



Cette courbe était également caractérisée par l’équation 
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car les distances a étant variables en même-temps que l’abs- 
cisse x , peuvent convenir successivement à tous ses points, et 
se détermineront pour chacun d’eux dés que x sera connu. 
Ces distances se nomment des rayon & vecteur a. 



180. Si nous transportons l’origine des x au foyer F, pour 
lequel . 




il faudra , en nommant x* les nouvelles abscisses , qu’on ait 



. xz=x"+ : 

» 2 

valeur qui, étant substituée pour x , donne, en supprimant les 
accens , 

« =1 x -|- p. 

181. Si l’on introduit, au lieu de l’abscisse x , l’angle AFM 
que forme le rayon vecteur avec l’axe , on aura 

..... x — — a cos v y 

I 

et l’équation précédente devient • 

a =tp — s 00s v ; . 



d’où l’on tire 



«= P 



1 -f- COS V 

C’est l’équation polaire do la parabole. On peut la déduire 
facilement de l’équation polaire de l’ellipse, qui est 

A{ 1— **) 



* = 



11 suffît de faire 



1 -j- e cos v 

p = A ( 1 — e' ), 
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et de supposer ensuite A infini , et e — i , ce qui alonge l’el- 
lipse indéfiniment. En effet , on a vu, dans l’art. 167 , que la 
quantité A ( 1 — e 1 ) est égale au demi-paramètre de l’ellipse. 

182. On arriverait également à l’équation polaire la plus 
générale de la parabole , en substituant dans l'équation 

y 2 — 2 T x > 

au lieu des coordonnées rectilignes x et y, des coordonnée* 
polaires z et ç , comptées à partir d’un point quelconque dont 
les coordonnées rectilignes seraient x' et y', car on aurait alors 

x = x' -f- z cos <p y —y' -j- s sin p j 

et en substituant ces vuleurs dans l’équation précédente, elle 
deviendrait 

s’ sin* <p- f- 2 {y* sin ç — p cos <p } s — * px' = 0. 

Si le pôle est sur la courbe, on a / 

y* — 2 px' = o; 

alors une des valeurs de z est nulle, et l’autre devient 

2 ( p cos — y sin <p ) 

* sin* 

Si cette seconde valeur de s était nulle, le rayon vecteur serait 
tangent à la courbe; pour cela il faudrait qu’on fit 



p cos <p — y sin = o ou 



♦ P 

tang « = -t-j- 

y 



c’eat la relation trouvée dans le n° 1 67. Généralement soit^d— o, 
le pôle seia placé sur l’axe de la parabole , et l’équation en 4 
deviendra 

*’ sin* Q — 2 p cos f . * =5 a px'. 
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qui donne pour s ces deux valeurs 

p cos 0 :±: |/ a px' sin a Q p‘ cos' <p 
sin i p 



La quantilé comprise sous le radical peut se mettre sous la 
forme 

p' + ( *px’— p' ) sin’ <p , 

elle ne peut pas devenir indépendante do <p , à moins que l'on 

ne fasse 



2 px' — p n = o 




2 



ce qui met l’origine des rayons vecteurs au foyer de la para- 
bole. C’est donc dans ce cas seulement que le rayon vecteur 
peut être exprimé rationnellement en fonction de l’abscisse. 
On retrouverait dè même toutes les autres propriétés de la 
parabole , en discutant son équation polaire comme nous 
l’avons fait pour l’t llipse : il est inutile de nôus y arrêter. 

182. Quoique l’aire totale comprise entre les branches de 
la parabole soit indéfinie, on peut cependant évaluer d’une 
manière algébrique une portion quelconque de cette aire com- 
prise entre les limites données. 

Considérons, en effet , le segment parabolique APltf( fig.63) ‘ 
terminé par l’axe AX et par l’ordonnée PM ou y. Si l’on 
mène les droites MQ , AQ , la première parallèle, la seconde 
perpendiculaire à l’axe , on formera le rectangle APQM , 
dans lequel l’aire du segment parabolique APM se trouvera 
comprise , et cette aire sera égale aux deux tiers du rectangle, 
comme nous allons le démontrer. 

Pour cela , concevons un polygone rectiligne quelconque 
ÎVIM'Jil 1 '... inscrit à la parabole , des sommets de ce polygone. 
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menons «les parallèles aux lignes AP et PM ; elles représen- 
teront les abscisses a les ordonnées de ces sommets : ces lignes , 
prolongées , formeront les rectangles PP'pM' , P'P’'p’M"... 
qui seront intérieurs à la parabole , et les rectangles QQ’qM 1 , 
Q' Q"q'M" ... qui lui seront extérieurs. En représentant les 
premiers par P, F, P"... , les derniers par p,p',p"... s on aura 

P=j'(x — x'), p — x , {y —y' ) ; 
cc qui donne 

P y 1 (x — xf ) 

~P~ ~ *’ — /)’ 



or les points MM'... appartiennent à la parabole : ainsi on a 
y'z^ipx, y" 

ce qui donne 





en substituant ces valeurs, le rapport de P bp devient 

p_ _ y'(f-y’) _ y+f 

p y 1 (/—y) y 

Les mêmes raisonnemens pouvant s’appliquer successivement 
à tous les côtés du polygone, on aura cette suite d’équations 

p y-vy 

p A 



F 

n' 



y 

y±y_ 

, y" 

-p" _ y + y" 

p" y" 



, etc. v 
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Le polygone MM'M"... étant absolument arbitraire , on 
peut espacer ses sommets de manière qu en désignant par « 
une constante quelconque prise à volonté , on ait toujours 

y -y =*y» ... ' 

y'—y" — <*y", 
y"-y"'= 

et ainsi de suite : cela revient à faire décroître y, y, y , ...‘ » 
suivant une progression géométrique. D’après cette supposition 
trcs-pcrmise , les rapports précédens deviennent 

P . 

= 2 + *, 

P 

P ' . 

— = 2 + », 

P 

jpnt 

7T = a + -» 

e esl-à-dire qu’iis seront tous égaux entr eux , quelle que soit 
la valeur de a : on aura donc aussi, en comparant ces rapports,. 



+ P" 4- . . . etc. 
P + P' + P" + • • • elc * 



= 2 -f »• 



Le numérateur du premier membre est la somme des rec- 
tangles inscrits à la parabole; le dénominateur est la somme 
des rectangles circonscrits. A mesure que «diminue, le rapport 

de ces quantités approche de plus en plus d’être égal à 2 ; et 
l’on peut prendre u si petit, que la différence soit moindre 
que toute quantité donnée : mais en même-temps la somme 
des rectangles approche de plus en plus d’être égale aux seg- 
mens curvilignes inscrits et circonscrits à la parabole. Par 
conséquent la limite de leur rapport est égale au rapport de ces 
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segmens ; et , en représentant le premier par S , le second 
par s, on a 




t 



et qui donne 

£±i=3, 

s 

et, en divisant ces équations membre à membre, 

5 = -(^+ 0 - 

J + s est la somme des segmens inscrits et circonscrits à la 
parabole : c’est par conséquent la surface du rectangle APMQ. 
Ainsi Caire du segment parabolique A PM est les deux 
tiers durectangle construit sur C abscisse A Pet V ordonnée P M . 

l 83 . Les courbes , qui sont telles que l’on peut assigner ainsi 
algébriquement la valeur d’une portion quelconque de leur 
aire, se nomment courbes quarrables. On voit que la para- 
bole est de ce nombre II n’en est pas de même de l’ellipse , 
dont l’aire renferme l’expression de la circonférence du cercle. ^ 
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184. En coupant un cône droit, dont l’angle au centre était 
plus grand que 100*, par un plan incliné à son axe, de manièro 
à rencontrer les deux nappes de cette surface, nous avons eu 
pour l’équation de l’intersection , 

y' — x' ( a' — 1 ) + 2 az>x — 0< 
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a étant plus grand què l , et s' une quantité positive, nou» 
avons dit que cette courbe se nomme une hyperbole. 

Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x , faisons 
y = o , il viendra 

x 2 (a 2 — 1 ) — 1 az'x — o ; 
ce qui donne pour x deux valeurs 



x = 



2 as 1 
a 2 — I ’ 



c’est-à-dire que cela a lieu dans deux points différens, dont 
l’un est l’origine même des coordonnées , et l’autre est situé du 
eôté des abscisses positives, à une distance de cette origine 

... îaf 

égale à 

a — l 

En faisant* = o, on aura les points où la courbe coupe l’axe 
des y : cette supposition donne 

y'= o; 

o’est-à-dire que cela n’a lieu que dans un seul point , qui est 
l’origine des coordonnées : mais comme les deux ordonnées s’y 
réunissent, l’axe des y est tangent à la courbe. 

Résolvons maintenant l’équation par rapport à y , nous 
ourons 

y— ïfcl/x’ (a’ — î) — 2 as’x. 

Des valeurs de y étant égales et de signe contraire, la courbe 
est symétrique au-dessus et au-dessous de l’axe des x. 
Considérons le côté des x positifs. 

Les valeurs de y seront réelles tant que l’on aura 

X 2 ( a 7 — I)>2 az'x, 

«U X 

^ 2 a J 

— :• 
a — I 
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Mais elles seront imaginaires entre cette limite et l’origine des 
coordonnées; car, si l’on a 

\ ' 



*< 



1 ad 
a’ — x ’ 



on aura aussi 

(a’ — 1) x’ < 2 adx. 

Ainsi , du côté des abscisses positives , la courbe n’a que des 
ordonnées imaginaires depuis l’origine des coordonnées jusqu’au 
point où elle coupe l’axe : au-delà de cette limite , ses ordonnées 
sont toujours réelles, et d’autant plus grandes que x est plus 
grand. 

Du côté des x négatifs, nous aurons 



y 



= Ê82 1/ a? [ad — 1 ) + 2 ad x. 



L’ordonnée est toujours réelle, et d’autant plus grande que x 
est plus grand. La courbes’élend donc indéfiniment , dece côté, 
au-dessus et au-dessous de l’axe des abscisses. 

Il résulte de cette discussion que l'hyperbole est une courbe 
composée de- deux parties séparées, telle que la représente la 
figure 64, où l’origine des coordonnées est supposée placée au 
point B'- Il était en effet facile de prévoir cette forme, d’après 
la disposition du plan coupant (fig. 36 ); l’intervalle J)B', qui 

2 (IZ* 

sépare les deux branches , est égal à — — — et se nomme le 

a‘ — 1 

premier ou le grand axe de l’hyperbole. 

/ 

i 85 . Transportons l’origine des coordonnées en A nu milieu 
de l’axe BB' . Soit A P une nouvelle abscisse quelconque, qu« 
nous nommerons x', on aura 

, a s' 

•v H 1 = x. 

a — 1 
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Substituant cette valeur de a;, il viendra 

aV’ 

y — ( a * — >) x ' % + - 4 — — = °* 

a — 1 

En faisant y = o , on trouve 



*' = =*= 



az' 

~ — ' — i 

a — 1 



comme cela devait être; mais, en faisant x' — o, on trouve 
pour y cette valeur imaginaire 




parce que la courbe ne rencontre pas le nouvel axe des y. Ce 
qui n’einpêche pas que l’équation de l’hyperbole ne prenrté , 
comme celle de l’ellipse , une forme très-élégante lorsqu’on fait 





» 



car on en tire 



a x — I = 



B' 
A ’ 







a — l 



• = **; 



ce qui donne , en supprimant les accens dont nous n’avons plus 
besoin , 

AY — B* x* =z— A' B\ 

Les quantités 2 A ,2. B , se nomment les axes de l’hyperbole , 
quoiqu’en effet cette courbe ne détermine réellement, par son 
intersection, que le premier d’entr’eux. Le point A est le 
centre de la courbe. Lorsque l’équation de l’hyperbole se trouve 
ramenée à cette forme, les coordonnées étant rectangulaires , 
on dit qu’elle est rapportée au centre et à ses axes. Toute ligne 



I 
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menée par le centre , et terminée à la courbe , se nomme dia- 
mètre ; et il résulte delà forme symétrique de l’hyperbole que 
les diamètres go trouvent divises par le cenlre en deux parties 
égales. ' 

186. L’équation de l’ellipse, rapportée aussi à ses axes et au 
centre, est 

A'y' + B'x' = A'B\ 

En la comparant à celle de l'hyperbole, on voit que, pour 
passer de F une à l’autre , il suffit de changer B en B \A — 1, 
considération qui ést en analyse de la plus grande utililé. 

Ce que nous avons vu relativement à lu marche des ordon- 
nées dans les deux courbes est une suite de cette loi ; car , si l’on 
considère une hyperbole et une ellipse dont les axes seraient les 
mêmes , et qu’on superpose les axes , l’ellipse se trouvera com- 
prise toute entière dans les limites entre lesquelles l’hyperbole 
devient imaginaire ; et réciproquement l’hyperbole aura de9 
ordonnées réelles pour toutes les abscisses auxquelles l’ellipse 
ne s’étend point. 

Lorsque les deux axes de l’hyperbole sont égaux entr’eux, 
son équation devient 




On dit alors qu’elle est èquilalère . 

Lorsque les deux axes de l’ellipse sont égaux, son équation 
devient 

et elle se réduit à un cercle. L’hyperbole équilatère est donc , 
entre les hyperboles ordinaires, ce qu’est le cercle entre les 
ellipses. 

187. Si par le point B\ pour lequel y = 0 , etx = — A 
( fig. 65 ) , on mène une ligne droite inclinée d’une manière 

>4 
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quelconque , elle aura pour équation 

y — a (x + A). 

Si par le point B , pour lequel y=zo,elx— -\-A, on mène 
une Jigne droite pareillement inclinée d’une manière quel- 
conque , on aura pour équation 

yz=.af ( X— A). 

Pour que ces deux droites se coupent sur l’hyperbole , il faut 
que leurs équations puissent subsister en même-temps, et 
avec celle de relie courbe. Or , en les multipliant membre à 
membre , elles donnent 

f =aa' (x* —A'); 

et , pour que ce résultat s’accorde avec l’équation de l’hyper- 
bole mise sous cette forme 

il faut qu’on ait 



ce qui établit une relation constante entre les angles que 
forment avec le grand axe les lignes menées des deux sommets 
de la courbe à un de ses points. Il en résulte que ces angles ont 
toujours leurs tangentes trigouoinétriques de même signe. 
Lorsque l’hyperbole est équilatère A = B , il vient alors 

aa! — 1 ; 

c’est-à dire que, dans l’hyperbole équilatère , les droites me- 
nées du même point de la t ourbe aux extrémités du grand 
axe , font avec lui des angles aigus dont l’ouverture est 






B’ 
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an 



dirigée dans le même sens , et dont la somme est égale à un 
angle droit. 

Les droites , menées de la même manière dans le cercle , 
font aussi avec l’axe des angles aigus dont la somme est égale à 
un droit; mais leurs ouvertures sont dirigées dans des sens 
contraires. 

188. Si l’on introduit les expressions des axes 2 A et 3 B 
dans l’équation de l’hyperbole , telle que nous l’avons considérée 
d’abord , l’origine étant au sommet , elle devient 

~ (X'-Ux) 

et peut se mettre sous la forme 

y = -^r (x-zA)x. 

x et x — 2 A sont les distances du pied de l’ordonnée PM aux 
sommets B 1 et B de la courbe (fig. 64 ). On voit donc, par 
cette équation , que les carrés des ordonnées sont entreux 
comme les produits de ces distances. Qu aurait pu tirer 
directement ce résultat de l’équation rapportée au centre; car, 
soient xy , x’y 1 , les coordonnées de deux points quelconques 
situés sur la mémo hyperbole , on aura , pour le premier , 

y = l x — A 1> ’ 

pour lç second , 

Divisant ces équations membre à membre , on aura 
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ou, ce qui est la même chose 

y ( x + a ) ( x — a ) 

qui exprime la propriété que nous venons de démontrer en 
transportant l’origine au sommet de la courbe. 

189. En changeant les x en y , et les_y en x , dans l’équation 

A'y' — B'x'=— A'B*, 

elle devient 

A'x'—BY — —A' B', 
ou 

J5>* —A' x' = A’B\ 

y 

Cette transformation n’influant que sur le choix des axes , 
l’équation précédente doit encore appartenir à la même hyper- 
bole ; et l’on peut aisément le vérifier en la discutant. Mais, 
ici , la supposition de x = o donne y réelle ; et y ■=* o donne x 
imaginaire , parce que la courbe rencontre le nouvel axe des 
ordonnées , et.no rencontre point l’axe des abscisses : elle est 
alors placée comme le représente la figure 65 , son premier 
axe étant bb’. Dans cette situation , on dit qu’elle est rapportée 
à son second axe , parce que c’est sur celui-ci que les abscisses 
sont comptées. On voit qu’il n’eu est pas de l’hyperbole comme 
de l’ellipse , dont l’équation garde la même forme , quel que 
- soit celui de scs axes qu’on prenne pour axe des abscisses , et 
cela vient de ce que l’ellipse est symétrique par rapport à scs 
deux axes , au lieu que l’hyperbole ne l’est pas relativement 
aux siens, puisqu’elle n’en rencontre qu’un seul. 

190. L’analogie de ces deux courbes nous conduit na- 
turellement à chercher s’il n’existe pas dans l’hyperbole 
des points correspondans aux foyers de l’ellipse. Pour los 
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découvrir , rappelons - nous que leur abscisse avait pour 
valeur =!= 1/ A 2 — B 2 : ce sera donc dzl/ si 2 -f- 1 T pour 

l’hyperbole , en changeant B en B \A — I. En effet , si l’on 
suppose, pour plus de simplicité , 

c — l/A' +B\ 

et qu’on prenne deux points F, F' sur l’axe (fîg. 66 ) , à celte 
distance du centre de l’hyperbole , on trouve 



W=y’ + (x- C )’ = ( x 2 -A') + x'- 2 ex + c’ ; 

Al 

d’où l’on tire 




On a de même 






c’est-à-dire que les distances PM , F'M , sont exprimées en 
fonction de x d'une manière rationnelle. En retranchant ccs 
équations l’une de l’autre , on trouve 

F'M — FM— 

c’est-à-dire que la différence de ces distances est égale au 
premier axe de Vhyperbole. A cause de ces propriétés , les 
points F , F 1 déterminés par la valeur précédente de c , se 
nomment les foyers de l’hyperbole. 

En faisant i = ±l/ A 2 -)- B‘ dans l’équation de la 
courbe , on aura l’ordonnée qui passe par le foyer , et sa valeur 
-sera 
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Le double de cette ordonnée, ou 



2 R’ 

~Â~ 



«'appelle le paramètre 



de l'hyperbole. C'est une troisième proportionnelle aux deux 
axes. 

191. Pour trouver géométriquement la position des foyers , 
on élevera à l’une des extrémités du premier axe une perpen- 
diculaire j BE égale à la moitié du second axe B. On mènera 
l’hypothénuse AE; puis, du point A , comme centre avec 
celte ligne pour rayon , on décrira une circonférence de cercle , 
qui coupera l’axe en deux points F , F. Ce seront les foyers 
de l’hyperbole. 

On prouvera facilement que la double ordonnée qui passe 
par ces foyers est égale au paramètre de la cuit/ be. 



192. Les propriétés précédentes fournissent , pour la des- 
cription de l’hyperbole , un procédé analogue à celui que nous 
avons employé pour l’ellipse , dans l’art. 126. 

Du foyer F, comme centre ( lig. 67 ) avec un rayon quel- 
conque BO , on décrira une circonférence de cercle. De l’autre 
foyer F, comme centre avec B' O ou BB' -j- BO pour rayon , 
on décrira une autre circonférence de cercle : les points où elle 
coupera la préoédenteappartiendrontàl’hyperbolc ; car, d’après 
cette construction , on aura toujours 



F'M — FM = 2 A. 



' / 



En opérant de même de l’autre côté de l’origine, on aura 
la seconde branche de la courbe , et l'on peut appliquer ici les 
remarques que nous avons faites siir la construction de l’ellipse 
par le procédé analogue. 

On peut aussi , d’après celte propriété , décrire l’hyperbole, 
comme l’ellipse , par un mouvement continu: pour cela, on 
lixe au foyer F' une règle F'M , qui peut tourner autour de ce 
point. A l’extrémité M et à l’autre foyer F est attaché un fil 
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MF, tel qu r F'M— P W «oit égal au grand axe BB' ; g lis “ 
Ranl ensuite un piquet le long du hl , on le force à s appliquer 
toujours contre la règle qui tourne autour du point F ; et e 
piquet , par ce mouvement , décrit une portion de 1 hyperbole 

demandée. 

i 9 3. Occupons-nous maintenant de mener une tangente à 
l’hyperbole , dont 1 équation est 

— B'x* = — A’ B'- 

Soient x", y" , les coordonnées du point de tangence , elles 
vérifieront la relation 

jy* _zrx"’=— A' B *. 

La tangente étant une ligne droite , et devant passer par ce 
point , son équation sera de cette forme 

y — y 1 * zzi d ( 



Il ne reste plus qu’à déterminer (t» 

Pour y parvenir, il faudra opérer sur ces trois équation, 
comme sur celles de l’ârticle 127 , qui étaient relatives a 1 el- 
lipse ; mais ces dernières sont les mêmes que les precedentes , 
en changeant B en BV^^T. Le résultat sera donc aussi le 
même avec cette modification , et l’on aura 
B' ’ x" 

a “ A' y"'- 



L’équation de la tangente sera 

B J x" 

y— y - ~ji yr 



(x— -a;"), 



ou , en réduisant , 

J’yyll _ B'xx" = — A' B' 




\ 
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On aura de même , pour l’équation de la normale, 

= - (*-*"). 

On prouve facilement que tous les points de la tangente, 
excepté celui de tangence , sont Ijors de l’hyperbole. Pour cela 
prenons la valeur de A* y* dans l’équation de l’hyperbole , 
nous aurons 

A' y' =B'x? —A' B' , 

cette valeur de A* y* convient aux points situés sur la courbe 
même. Pour les points situés hors de la courbe, la valeur de y 
correspondante au même x , sera nécessairement plus grande , 
par conséquent les valeurs de y 1 et de A'y* seront plu» 
grandes ; ainsi on aura donc alors 

A'y’>B'x' —A'B'-, 

au contraire , pour les points intérieurs à la courbe , la va- 
leur x , y , s, sera plus petite que sur la courbe même: la 
valeur de x étant égale , il en sera de même pour A'y % \ on 
aura donc alors 

A'y’< B ' x ' —A* B', 

en transposant les inégalités dans un seul membre , on en dé- 
duit les trois conditions suivantes : 

Pour les points extérieurs A' y * — B' x' A' B % '^>o 

Pourlespointssituéssurlacourbe A'y* — B*x* -^-A' B'—o 
Pour les points intérieurs A*y* — B'x , -^-A , B , <ji 

Maintenant il faut prouver que tous les points de la tan- 
gente , excepté le point de tangence même , satisfont à cette 
inégalité. Pour cela il n’y a qu’à tirer la valeur de y de l’cqua- 
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lion de la tangente , cette valeur sera 

B' (xx" — A ') 

y ~ A' y" 



et en la substituant dans la quantité A* y * — B'x'-\-A'B' ,on 
aura 



A' y'— B'x'+A'B' 



BL(xi"—A'Y 
A'y " *< 



—B'x'+A'B', 



* 

ou bien , en réduisant au même dénominateur , et mettant an 
numérateur, au lieu de A'y"' sa valeur B'x"' — A* B' tirée 
de l’équation de l’hyperbole 



et les produits du second membre étant développés et réduits, 
donnent enfin 



A'y' — B'x'+A'B'*= 



A' B « (*-*")’ 

A'y"' 



le second membre étant un carré est essentiellement positif ; 
ainsi on a toujours sur la tangente A'y ' — B'x' +A‘B'^X>, 
ce qui prouve que tous ses points sont extérieurs à la courbe; 
il n’y a d’exception que pour la valeur x — x" — o , qui rend 
cette quantité nulle; mais cette valeur nous ramène au point de 
tangence : lui seul est donc sur l’hyperbole. 

ig4. La valeur de a devient infinie quand y 1 ' est nulle , 
car x 1 ' ~ o donnerait y" imaginaire , et y" infinie donne- 
rait x 11 infinie : ainsi , aux extrémités du premier axe de 
l’hyperbole , la tangente est parallèle aux ordonnées, et elle ne 
peut jamais devenir parallèle aux abscisses. 

Ig5. Si par le centre et par le point de tangence on mène 
une ligne droite , son équation sera de la forme 
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et la condition de passer par le point.de tangence donnera 




Cette valeur, étant multipliée par celle de a qui convient à la 
tangente , donne 




et , en comparant ce résultat avec celui de l’article 12g , on 
voit (fig. 68) que le point de tangence M est sur une hyperbole 

dont le premier axe est AT, et le rapport des axes 

d'où il suit que, pour mener une tangente à l’hyperbole par 
un point M donné sur cette courbe , il faut mener , de ce 
point au centre, le diamètre AM par l’extrémité B' du 
premier axe BB' , mener la corde B' N parallèle à AM; MT, 
parallèle à BN, sera la tangente demandée. 

Il résulte de celte construction et de la forme symétrique de 
l’hyperbole , que les tangentes MT, m t, aux extrémités d’un 
même diamètre, sont parallèles entr’clles. Si donc on mène 
par le centre A une parallèle à ces tangentes , elle ne ren- 
contrera jamais la courbe : cependant , par analogie avec l’el- 
lipse , on prend sur cette parallèle une quantité qui s’appelle 
le diamètre conjugué du diamètre AM, et qui se détermine 
comme on le verra plus bus. Ici , comme dans l’ellipse , 
l’angle EAM , formé par deux diamètres conjugués , est 
égal à l’angle B' NB des deux cordes qui leur sont respective- 
ment parallèles , et qui sont menées des deux extrémités du 
premier axe à un même point de la courbe. 

196. En fais .ml r — o dans l’équation de la tangente , ou 
trouve 



A 1 
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Ig7* Les formules précédentes peuvent encore servir 
pour mener des tangentes à l’hyperbole par un point exté- 
rieur ; car , en représentant ses coordonnées par x' , y' , 
elles devront satisfaire à l’équation de la tangente; ce qui 
donnera 

A Vj" — B'x'x" = ~A'B*. 

On aura , de plus , 

A'y "'— £’ æ"*=— A % B\ 

puisque le point de tangence est sur la eoui-be. Ces deux équa- 
tions suffisent pour déterminer les coordonnées x",y", qui 
seront en général doubles pour le même point ; cl il est facile 
de s’assurer que ces valeurs seront toujours réelles , lorsque le 
point donné sera hors de l’hyperbole (i33). 

Ig8. L’extension indéfinie des branches de l'hyperbole in- 
troduit dans là direction de ses tangentes une loi très-remar- 
quable qui lui est particulière. Pour la découvrir , reprenons 
l’cquation 

r(*' --<■)• 

Les deux valeurs de y , qui en résultent , peuvent se mettra 
sous la forme 




I 
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développons le radical en série par le théorème du binôme , il 

deviendra 

A ’ \A < i 



1 2 x’ 8*4 16 x 6 



etc. 



«t en effectuant la multiplication par — — , il viendra 



y = ‘ 



Bx 



BA 



2 X 



BA 3 



i BA S \ 

— etc.> 

16 a 5 S 



A mesure que x augmente , A restant le même , les termes 
etc. , diminuent , parce qu’ils sont divisés par les 

x x' 

puissances successives de x ; et les valeurs de y approchent de 

Bx 

plus en plus de se réduire à — : on peut même , comme x 

est indéfini , le prendre assez grand pour que la différence soit 
plus petite que toute quantité quelconque donnée. Par consé- 
quent, si l’on construit deux lignes droites , dont les équations 
soient 

Bx Bx 



y = + 



-» y =- — 7 



~Â’ 



ces droites seront les limites des deux branches supérieure et 
inférieure de l’hyperbole , qui s’en approchera sans cesse 
sans pouvoir les atteindre ; et c’est ce qu’il est bien facile d* 
voir, car on aura toujours 



, _ li x 

7 ~~ Â' 



y ’ = 



B*x* 



sur l’hyperbole , 



sur les droites. 



De sorte que les ordonnées correspondantes aux mêmes 
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abscisses seront constamment plus petites sur la courbe. Cette 
propriété a fait donner le nom A' Asymptotes aux deux lignes 
droites déterminées par ces équations. 

On peut aisément prouver , d’après les expressions précé- 
dentes , qu’en effet ces droites s’approchent continuellement de 
l’hyperbole ; car bien que la différence des carrés de leurs or- 
données et de celles de cette cottrbe soit constante , cependant 
la différence des ordonnées elles-mêmes va toujours en dimi- 
nuant , de manière à devenir enfin plus petite que toute quan- 
tité donnée. Pour le faire voir retranchons les deux équa- 
tions précédentes l’une de l’autre , en désignant par y ' les 
ordonnées des asymptotes , afin de les distinguer de celle* 
de la courbe , qui sont représentées par y ; nous auron* 
ainsi 



ou 

d’où l’on tire 



y»-y'=B' 



(/ —y') (/ +y) = B'i 




B ' 

y+y’ 



y 1 — y est la différence des ordonnées. La fraction qui l’ex- 
prime a son numérateur constant ; mais son dénominateur est 
variable, et augmente continuellement avec les ordonnées^ ,y, 
à mesure que l’on s’éloigne du centre de l’hyperbole. Ainsi cett* 
fraction diminue sans cesse. Et comme il n’y a pas de limite à 
l’accroissement des ordonnées^' et y , il n’y en a pas non plus 
à la diminution de la fraction. La différence des deux ordon- 
nées y — y peut donc devenir aussi petite que l’on voudra , et 
plus petite que toute quantité donnée. 

19g. Pour construire les asymptotes de l’hyperbole, on 
mènera à l’extrémité du premier axe une perpendiculaire , 



222 



DE L’HYPERBOLE. 



sur laquelle on prendra deux ordonnées de signes contraires , 
égales toutes deux au demi second axe B ; puis , par les 
extrémités de ces ordonnées et par le centre de l’hyper- 
]«,le, on mènera deux lignes droites. Ces lignes faisant avec 
le grand axe un angle dont la tangente trigonometrique 



est , seront évidemment les asymptotes demandées. 

A • 

Il est visible que l’hyperbole sera comprise toute entière dans 
l’angle forme par leurs directions. 

200. On voit aussi , par ces résultats , que si une ellipse et 
une hyperbole sont construites sur les mêmes axes , les dia- 
mètres égaux de la première formeront , étant prolongés , les 
asymptotes de la seconde. 

201. Si l’hyperbole est équilatère , on a B =r A ; les 
asymptotes font avec l’axe des angles de 5 o®, et sont perpendi- 
culaires enlr’elles. 



2oi. 11 est facile de voir que les asymptotes sont aussi la 
limite de toutes les tangentes. En effet , l’équation d’une de 
ces dernières étant 



A'yy" — B' xx 1 ' = — A* B', 
le point où elle rencontre l’axe a pour abscisse 



A ' 




C’est la distance de ce point au centre do la courbe. Sa posi- 
tion autour de ce centre dépend du signe de x" , c’est-à-dire 
de l’abscisse du point de tangence ; mais , en ne considérant 
que sa longueur , on voit qu’elle diminue à mesure que A 1 
augmente , et qu’elle ne peut devenir nulle qu’en suppo- 
sant x " infini. Dans cette supposition , la valeur de y" de- 
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vient aussi infinie et égale a t±= - — j de sorte qu’en la substi- 

A 

tuant dans la valeur de a qui convient à la tangente , et qui est 

B'x" 



on trouve 



A‘y” ’ 

=t= 

A 



C'est précisément la valeur de a qui convient aux asymptotes ; 
ainsi les tangentes de l’hyperbole s’approchent de plus en plus 
des asymptotes , à mesure que le point de tangence s’éloigne. 

2o3. Les directions de la tangente et de la normale dans 
l’hyperbole ont aussi des rapports remarquables avec les lignes 
menées des foyers aux divers poinls de la courbe : cherchons à 
les découvrir. 

Si j du foyer F, pour lequel j=o,eta:=K A y -f- B* 
(fig. 70 ) , on mène une ligne droite à un point quelconque da 
l’hyperbole ayant pour coordonnées x" ,y" , l’équation do 
cette droite sera 

y— /'= *{x— x"). 

La condition de passer par le foypr donna , en faisant 

V A‘-\-B‘—c, 




La tangente au même point de l’hyperbole a pour équa- 
tion (n°. Iq3) 



y — y"z=a(x— x") , 



B’x" 
À y" ‘ 
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L’angle FMT , oufMt, qu’elle fait avec la droite, a pour tan- 
gente trigonométrique 



qui se réduit à 

en mettant pour a et « leurs valeurs , et observant que 

puisque le point x"y" est sur l’hyperbole. 

Pareillement , si , du second foyer F , pour lequel y = o , 
et x— — c, on mène au point de tangence une ligne droito , 

y — y" = «' (x — x"), 

en aura 

y" 

a' — -. y..- , 

c- \-x" 

L’angle FMT , ou fM't , que fait cette droite avec la tan- 
gente trigonométrique 



qui se réduit i 



quand on met pour a et «e* f. ars valeurs. Les angles F MP 
et F' M T, ayant même tangente, sont égaux entr’eux ; d’où 
résulte cette propriété , que , dans C hyperbole, les droites 
menées du point de tangence aux deux foyers font avec 
la tangente , et de part et A autre de cette ligne , des angles 
égaux. 



1 -J- a a 1 



i » 



+ B ~ 
cyf’ 



1 -f- a et 



+ 



cy 
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Il suit de là que /a normale, MN divine en deux parties 
égales l'angle FMI' formé par les rayons vecteU s menés des 
foyers à un même point de la rottibe. ( 

Ces propriétés existent aussi d'ahs l’ellipse , et il n’y a de dif- 
férence que dans re qui tient à la situation de la tangente par 
rup po-t à ces deux couibcs. 

204. Ceci fournit la construction suivante pour tneher tfne 
tangente à l’hyperbole par un point donné. 

Supposoris-le d’., bord sur la courbe. ..ai. ai ; n p 

On mènera les rayon* vecteurs 'FM, FM ( nsf.^lv ) ; on 
prendra sur celui-ci, à partir du point AI, MG.sz MF , 
joignant GF 1 , et lu» menant la_perpyjrdiçulaice AIT, ceserala 
tancenle demandée. 

p • r i(S ' r 

En effet , par cette construction , les angles F Al F ’, 1 F AIT T 
sont égaux enlr’eux. On pourrait démontrer M',' eu mine dans 
l’ellipse , que la droite MT n’a que le point M de cotlint sm'àvec 
l’hyperbole. - , _ . 

Supposons le poiuldonné f extérieur à là combe. 

De ce point t , coouue>ceptye j.ayeç un rayon‘égàlà-i?f. y im 
décrira une circonférence ,de cercle. Du foyer /' T comme 
centre, et avec un rayon égal au grand : axe; de lhvper- 
bole , on décrira une autre, ciwPfètüJBÇe qui coupèrado pré- 
cédente en G. Mppant F,G qui rencontre la, courbe en M, , 
le poiiil M sera le point de làngence, el tM /'sera la langenlc 

demandée. , 

. a . ..crut r.. »• •'-» “f ■ * 

Car , sil’on mène tG , on aura par construction Qi^Ft^ i 

de plus , le point AI étant sur fhypcrbole , et F G étant égal 
au grand axe, MG—A 1 F : donc la'bgne Ale est pCrpemlicn- 
lajre a GF, et divise l’angle FMF un deux parties égales ; 
donc elle est la tangente demandée. u 

Les circonférences décriles des points F et t , comme 
centres , se coupant en deux points , cette construction donnera 

i5 
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les deux tangentes que l’on peut mener à l’hyperbole par un 

point extérieur. 

Des Propriétés de V Hyperbole par Rapport à 
ses diamètres conjugués , 

• s , 410$. Les propriétés de l’hyperbole par rapport à ses dia- 
mètres peuvent se déduire avec une extrême facilité de celles 
qui appartiennent à l’ellipse. 

En effet , l’équation de l’hyperbole , rapportée à ses axes et 
bu centre y est . ... . 

A Y— S' — 

Les abscisses sont alors comptées sur celui de ces axes qui ren- 
contre la courbe. 

En ; faisant. . 

x = x' cos a -f-y cos a 1 , y - —x 1 sin* -J- y r sin J , 

..... ^ 

on pourra établir entre a et «' la relation nécessaire pour que le 
terme affecté de, x'y 1 disparaisse ; mais on peut , sans effectuer 
1« calcul , parvenir sur-le-champ à ce résultat ; car les équa- 
tions précédentes se déduisent de celles de l’article i38 , qui 

sont relatives à l’ellipse , en changeant B en BV^ — x dans ces 
dernières , et , par conséquent , les résultats auxquels elles 
conduisent ont entr’eux la même relation. On aura donc pour 

l’hyperbole , 

*' ' •**• -, 

(,4’sin’*'. — j3’cosV)y’-f-(^*sin , « — B’co& , a)x ,, =—A'B m 
A'sin a sin *' — B’ cos a cos «' = o, 

. ou bien 

A* tang a tang a' — 25’ = o. 



. \ 



A , 
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En faisant successivement x' ~ o , et y —o, on aura les 
distances de l’origine aux points dans lesquels la courbe 
coupe les diamètres auxquels elle est rapportée. Si l’ou 
représent* par A' % et B '* les carrés de ces distances , il 
viendra 

7 ». - ~ J* & j„_ -A' B* 

A* sm* *! — B’ eos* a! A ’ * — li : eus' a 



En multipliant ces deux quantités l’une par l’autre, comme 
dans l’art 141 , le résultat pourra se mettre sous la forme 



A" B" 



A‘ B’< 

(y^'sin «sin «' — B ' cosac si a'j’ — ^jf a B 1 sin’(*'— i u) 



La première partie du dénominateur s’évanouit en vertu de la 
relation qui existe entre V et « ; il reste simplement 



A 1 ' B” = 



A’B' 



sin’ (<*' — a) ’ 



d’où il suit qu’une des quantités A 1 , B' , est imaginaire ; cl , par 
conséquent , l’hyperbole ne rencontre jamais en même temps 
ses deux diamètres conjugués, propriété que nous avions déjà 
reconnue précédemment. 

206. Nous pouvons à volonté supposer réelle l’une ou l’autre 
des quantités A', B', et ce choix déterminera quel est celui des 
axes des coordonnées qui rencontre la courbe. Supposons que 
ce soit l’axe des jc' , alors A' sera réel ; et pour éviter les ima- 
ginaires , nous représenterons par — B'* la quantité que nous 
avions nommée B 1 ' ; ce qui donnera 



A'' = - 



Arjr 

A ’sin’a — B’cos** ’ 



B 1 ' — 



A* B' 

^'sin’a'— B’cos”» 1 



Alors l’équation de l’hyperbole deviendra 

A" y" — B '* sc , *=z—A l ‘ B", 
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qui se déduit de celle que nous avons trouvée t article 140 , 
pour l’ellipse, en changeant B' en 2?'|/ — 1 dans celta der- 
nière. Les quantités 2 A 1 , 2 B', sont appelées , par.analogie , 
diamètres conjugués de l'hyperbole , quoique le premier 

. . iD ' 1 

soit le seul qui soit terminé par la courbe. — — ■ — - est le 



paramètre du premier diamètre , et 



2 A " 
~~J}T 



est le paramètre 



du second. Pour plus de simplicité, nous supprimerons les 
accens des variables x' et y, en nous rappelant toutefois 
qu’elles appartiennent à des coordonnées obliques , et il 
viendra 

A'y' — B'.'x* =.—A"B H . 



On déduira facilement de cette équation que les canes des 
ordonnées aux diamètres conjugués sont entreux comme les 
produits des distant es du pied de ces ordonnées aux sommets 
de la courbe ; d’où il suit que , pour décrire une hyperbole 
dont on connaît deux diamètres conjugués , il faut décrire une 
autre hyperbole sur ces diamètres pour axes , et incliner con- 
venablement 1 m ordonnées de cette dernière, sans changer leur 
longueur. 

207. A l’équation précédente il faudra joindre les suivantes : 

A" — B" — A' — B' 

A’ B’ sin («' — *) =; AB 
A * tang * tang J — B x = o. 

qui se déduisent de celles de l’article 142 , qui appartiennent 

à l’ellipse, en y changeant B et B' en BV" — 1 ei B'V — 1. 
Ces trois équations suffisent pour résoudre toutes les questions 
relatives à la recherche des diumôlres conjugués de l’hyperbole» 



\ 
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La première signifie que la dijjiren.ee des carrés construit» 
sur les diamètres conjugués est toujours égale à la différence 
des carrés construits sur les axes. Il résulte de celte propriété 
que toutes les hyperboles n’ont pas des diamètres conjugués 
égaux ; car la supposition de A' = B' donne A — B , et ré- 
ciproquement. U hyperbole équilatère est donc, la seule qui 
ait des diamètres conjugués égaux , et tous les siens le sont 
deux à deux. 

La seconde des équations précédentes signifie que le pa- 
rallélogramme construit sur les diamètres conjugués est 
toujours équivalent au rectangle des axes , propriété qui a 
également lieu pour l’ellipse. 

Enfin la relation 



A* tang * tang <*’ — B' —o, 

Oi • 

étant comparée à celle de l’article 142 , signifie que l’on peut 
mener, par les extrémités du premier axe de l’hyperbole , 
deux cordes qui se coupent sur cette courbe , et qui soient 
respectivement parallèles à deux diamètres conjugués quel- 
conques , dont la direction serait connue ; ce qui permet d'ap- 
pliquer à l’hyperbole le moyen que -nous avons donné pour 
trouver deux diamètres conjugués de l’ellipse qui lassent entre 
eux un angle donné. 

208. Si, par les extrémités du diamètre sur lequel les 
abscisses sont comptées, on mène deux droites dirigée» d’une 
manière quelconque , elles auront pour équations 

jr = a(x + A')J jr=za' (x—A') , 

a et a 1 étant les rapports des sinus des angles qu’elles font avec 
ces deux diamètres. Pour que les droites se coupent sur l’hyper- 
bole , il faudra qu’on ait 1 V» 



A n aa' 
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ce qui établit pour les diamètres une condition analogue à celle 
qui existe pour les axes. 

209. Si , par un point pris sur l’hyperbole , et dont Ici 
coor ionnecs , par rapport aux diamètres conjugués , seront 
x" , y" , on mène une tangente à cette courbe , il faudra 
combiner ensemble les trois équations 

A H y' — B' x'— — A" B" 

A * 1 y'"— B" x"' = — A ,% B' 
y — y" = a(x—x"), 

a étant le rapport des sinus des angles que fait la tangente cher- 
chée avec les diamètres conjugués auxquels la courbe est rap- 
portée. L’tna ogie que nous avons remarquée entre l’ellipse et 
l’hyperbole s’applique encore à ces équations , et donne 

: _ B % x" 

a ~ 

et l’équation delà tangente devient 

A''yy'>— B'xx” =— A" B”. 

Celle d’une droite Inenée par le centre de l’hyperbole et le point 
de la tangence étant 

•• yxza'x, 

on aura ' ' ■" 



A' 



Multipliant cette valeur par celle de a, il vient 



aa = 



2T 

A '* * 



ou 



A"aa' — B" = o t 



d’où il suit que le point de tangence est sur une hyperbole rap- 
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portée à de* diamètres conjugués parallèles à ceux de la pro- 
posée , et dont le rapport est le même. Cette hyperbole passant 
à l’origine des coordonnées , et par le point où la tangente 
rencontre l'axe des x , un de ces diamètres est la distance de ce 
point à l’origine (fig. 71). Par conséquent , pour mener , d’un 
point M de l’hyperbole , une tangente à cette courbe , on mè- 
nera par ce point et lé centre le diamètre AM ; par l’extré- 
mité D' du diamètre DAD 1 , on tirera D' N parallèle a AM ; 
M T, parallèle à DN , sera la tangente demandée. Cette cons- 
truction est précisément celle qui nous a servi pour l’ellipse : 
on pourra donc appliquer à l’hyperbole toutes le* conséquence* 
que nous avons déduites relativement à la recherche de» 
diamètres conjugués et des axes , lorsque la courbe est décrit» 

et que son centre est connu. 

« 

Des Propriétés de l’Hyperbole rapportés à 
ses asymptotes. 

aïo. L’équation de l’hyperbole prend une forme très-re- 
marquable , lorsque l’on choisit ses asymptotes pour axes de 
coordonnées. A cet cifet, il faut se rappeler que ces lignes font 
avec le premier axe des angles dont la tangente trigonomé- 

jg 

trique est =fc: — —. Ainsi , en reprenant les formules générales 
A 

xz= x ’ cos * -J- y cos a 1 y = x' sin * 4* y’ sin 
il faut supposer 

B , B 

lang « = - tang «' = — j- . 

, A A 

Alors les coordonnées x' y ' seront parallèles aux asymptotes. 
Or , en substituant ces valeurs de x et dejt dans l’équation do 



'V 

V 



Dlgitized by Google 




\ 



*33 



DE L’HYPERBOLE. 

eommece» deux variables doivent toujours être de même signe 
pour que le produit x' y' reste toujours positif , ces résultats 
sont les mêmes pour les deux branches de la courbe , il n’y a 
que le signe de changé. 

2i3. Si l’on prend la ligne AB (fig. 7.3) pour représenter le 
premier axe de l’hyperbole , et que AX' , AV 1 , soient les 
nouveaux axes des x’ et des y', c’est à dire les asymptotes de 
la courbe , BE parallèle h AX 1 sera égale à A 1 + B 2 . Or , 
si par le sommet B de la courbe , on mène l’ordonnée BF ter- 
ni i née aux asy m ploies , d’après la construction de ces droi les , BF 
sera égale à B ou au second axe ; pur conséquent AF sera aussi 
égal a BE , et par suite l’on aura A D=BD. En répétant la 
même construction de l’autre côté de l’axe AB , relativement 
à l’autre asymptote, la symétrie de la figure montre que 
ADBD' «en un losange, dont le côté A D moitié de AF sera 

i i 

. Soit H l’angle X'AY 1 formé par les asymp- 
totes ; l’équation précédente de l’hyperbole , multipliée par 
sin g , donne 

, , . . A* + B’ . 

xy sin /3 = j . sin p. 

' Le premier membre représente l'aire du parallélogramme 
APMQ construit sur les deux coordonnées AP, PM , d’un 
point quelconque de la courbe. Le second membre représente 
l’aire du parallélogramme ADBD' formé sur les coordon- 
nées A D’, D 1 B, du point B qui en est le sommet ; et l’équa- 
tion précédente fait voir que ces quantités sont constamment 
égales entr’elles. Le grand losange BB'EE ' , quadruple 
de ADBD', se nomme la puissance de l’hyperbole. 

ai i. Lorsque l’hyperbole est équilalère , l’angle des asymp- 




I 
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totes est droit : sin p = i -, le losange ADBD ' devient un carré 
qui est toujours égal au rectangle des coordonnées. 

Four plus de simplicité , nous supprimerons les accens des 
variables x' y’ , en nous rappelant toutefois qu’étant comptées 
sur les asymptotes , elles sont en général obliques. De plus , 

nous ferons ^ ? - r= M' et il viendra 
4 

xy — M*. 

ai 5. Soient x r ', y", les coordonnées d’un point quelconque 
de l’hyperbole , on aura 

*"/'= Af'. 

Si par cc point on lui mène une tangente , elle aura pour 
équation 

y— y"= a(x—x'J). 

H s’agit de déterminer a. 

Pour cela , nous considérerons d’abord cette droite comme 
une sécante ; et pour trouver les points où elle rencontre 
l’hyperbole , nous combinerons les trois équations précé- 
dentes. Or , les deux premières étant retranchées l’une de 
l’autre , donnent 

xy— x"/' = o, 
qui peut se mettre sous la forme 

x C y — y " ) +y” («— *" ) = 0 * 

ou , en mettant pour y —y" sa valeur tirée de l’équation de la 
droite , 

( x — x " ) (<zx + y") = <^ 

Cette relation est satisfaite quand x = x” ; cc qui donne 

y — y" , parce que x" , y" , sont les coordonnées du premier 
» 
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point d’intersection. L’autre facteur , égalé à zéro , donne 
ax -\-y" = o. 

Si la droite est tangente, cette relation devra encore être satis- 
faite quand X— x", et y —y" ; ce qui donne 



ax" ~b ÿ' — o ou a — — ; 

et , d’après cette valeur , l’équation de la tangente devient 



2 1 6. En faisant y = o dans cette équation , on aura l’abscisse 
du point où la tangente rencontre l’axe des x , et x — x". sera 
la valeur de la soutangente. On trouve ainsi 




c’est-à-dire que, lorsque l'hyperbole est rapportée à ses asymp- 
totes , la soutangente pour chaque point est égale à l’abscisse 
qui lui correspond. Ainsi , pour mener cette tangente , il faut 
prendre sur l’asyinptote , à partir du pied de l’ordonnée PM, 
une longueur PT = AP — x" ; MT sera la tangente de- 
mandée (fig. 73). 

On voit , par cette construction même , que , si l’on pro- 
longe la droite MT jusqu’à sa rencontre avec l’autre asymptote 
en t , on aura Mt = MT. La portion de la tangente qui est 
comprise entre les asymptotes se trouve donc coupée au point 
de tangence en deux parties égales. 

217. Si l’on mène au point Mie diamètre AM, et que 
l’on nomme fi l’angle Y' AX' formé par les deux asymptotes 
(fig. 73) % les triangles AMP , TMP , donneront 



AM » z=y‘-{-x'=t: 2 xy cos fi 
TM * + x*sjs 2 xy cos£; 
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d’où l’on tire 

• AM* — MT — l±xy cos|î (i) 

L’angle formé par les asymptotes et l’axe de la courbe 

£ ' 

a pour tangente trigonométrique —j- : on aura donc , en le 

A 

nommant 4 

B À 

sin t = — — — cos I = 



l /a* + b* V a* +b' ' 

L’angle fi = 2 > : donc 

cos £ = cos’ 0 — sin» 0 , 

ce qui donne 

A*— B* 

co s fi = — « 

A'+B 1 

L’équation de l’hyperbole donne 

4 xy=A* + B 1 . 

Substituant dans l’équation (1) , il vient 

AM'— MT ou A 1 ' — MT* — A* — B*. 



Or , A ' — B ’ = A H — B u , donc MT — B' ; celte relation 
doit subsister entre les diamètres conjugués de l’hyperbole. 
m AM est un diamètre; donc TMtest son conjugué : ainsi , 
lorsque l’on connaît un premier diamètre ni AM de l’hyper- 
bole , son conjugué est la portion de la tangente menée à son 
extrémité , et terminée aux asymptotes. 

218. On viefit de voir que , si d’un point quelconque M" pria 
sur l’hyperbole (fig. 74) , et dont les coordonnées sont x",y n t 
on mène une ligne droite qui ait pour équation 

y —y" xza{x — x" ) , 
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l'autre point M'" , dans lequel elle rencontre la courbe , est 
déterminé par l’cquation 



d’où 



ax +y" = 0 > 




a 



C’est la valeur de l’abscisse A P Mais , si l’on fait y 
dans l’équation de la droite , elle donne aussi 





Alors x représente l’abscisse AQ" du point où la droite ren- 
contre l’axe AX , et x — x" est la valeur de P"Q" : il 
résulte donc de ces expressions que P"Q" = AP'". Par 
conséquent , si l’on mène M"'Q' parallèle à AX , les 
triangles P" M" Q 11 , Q'M'" Q 1 " , seront égaux , et les 
lignes M ,t Q" , M"' Q"' , seront égales entr’elles. 

C’est-à-dire que , si d’un point quelconque de l’hyper- 
bole on mène une droite quelconque terminée aux asymp . 
totes , les portions de cette droite comprises entre les asymp- 
totes et la courbe seront égales entr’elles. Cela a encore lieu 
quand la droite est tangente, comme on l’a vu précédemment. 

Ceci fournit un moyen très-simple de décrire une hyper- 
bole , dont on connaît un seul point M ", avec la position des 
asymptotes ; car en menant de ce point une droite quel- 
conque terminée à ces lignes , on portera Q'!M" 

de Q //; en M 1 " ; M" 1 sera un nouveau point de la courbe. En 
répétant cette construction , on trouvera autant de points que 
l’on voudra. 

Pour le tracé , il est plus commode de ne pas mener toutes 
les lignes d’un seul point et de faire servir à cet usage 
quelques-uns de ceux que l'on détermine. On évite ainsi la 
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confusion qui résulterait d’un grand nombre de lignes passant 

par un même point. 

On peut employer cette construction dès qu'on connaît les 
deux axes de l’hyperbole et son centre ; car il est alors facile de 
déterminer ses asymptotes. 

£)e l’Équation polaire de T Hyperbole , et de la 
Mesure de sa surface. 

aig. En reprenant ici la même marche que nous avons 
suivie pour l’ellipse , nous pouvons déduire l’équation de 
l’hyperbole d’une seule des circonstances qui la caracté- 
risent. 

Proposons-nous, par exemple , de trouver une courbe telle 
que la différence des distances de chacun de ses points à deux 
points donnés soit conslante et égale à 2 A. 

Soient F , F , les points donnés (fig. 75). Plaçons l’origine 
en A, au milieu de la droite FF' , que nous ferons égale à a c; 
et , supposant que M soit un point de la courbe dont les coor- 
données AP , PM , seront représentées par x et y , on aura , 
en nommant g et t 1 les distances FM , F*M t 

g' —y' +(*— c) % - s lïï —y'-\- (x + c)* 
g’ — s = a A. 

En opérant ici comme dans l’ellipse, on trouvera 

••+ 2 " = a( 7 ’+x* + C ’) g' = A + ~ 




Eliminant g et g', il vient 

A * + =/ + ** + c \ 



» 
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gui peut se mettre sous la forme 

A* {y* -f- x* ) — c'x'XzA'^A * — c* )» 

Cette forme est la même que celle que nous avons trouvé» 
précédemment pour l’ellipse. En supposant x nul , elle donne 

y' — A' — c'. 

C’est le carré de l’ordonnée y qui passe par l’origine. Mais , 
dans le cas actuel , où c est nécessairement plus grand que 

A , cette ordonnée est imaginaire , et de la forme B |/ — 1 , 
B étant une quantité réelle. On a donc , par cette substi- 
tution , 

<?*=.*’ + 5 *; 

et il en résulte l’équation ' 

A*y ' — J 3 ’x'=z — A’B‘, 

qui est celle de l’hyperbole rapportée au centre et à ses axes. 

220. On pourrait , au moyen de ce qui précède , et en 
plaçant l’origine des x à l’un des foyers, former pour l’hyper- 
bole une équation polaire analogue à celle que nous avons obte- 
nue précédemment pour l’ellipse. En effet, si l’on reprend 
l’équation 




et que l’on transporte l’origine des x au foyer F, on aura , 
substituant x' 4- c pour x 



* = — A -J-c 

. 1 



(*' + 0 
A 



en 



Les nouvelles abscisses x' sont comptées , à partir du foyer F, 
dans le même sens que les précédentes , c’est-à-dire qu’elles 
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sont positives dans le sens ï'P , en s’éloignant du sommet dtt 
la courbe , et négatives dans le sens opposé. Introduisant au 
lieu de l’abscisse x 1 l’angle MFP formé par le rayon vec- 
teur FM, et le prolongement du grand axe du côté des abscisses 
positives; en nommant cet angles, le triangle MFP rectangle 
en I , donnera 

x'= x cos v. 



Substituons maintenant cette valeur dans l’équation’ 

s== -j + z L i+j 1 



et faisons comme pour l’ellipse — — = e , ce qui rendra ici e 

A 

plus grand que l’unité , puisque Cest plus grand que A dans 
l’hyperbole , nous aurons alors 

z 

1 — e co s v 



Cette équation est analogue à celle que nous avons trouvée 
page 1 74 pour l'ellipse , mais cependant avec cette différence 
remarquable, que l’équation polaire de l'ellipse donnait tous les 
points de cette courbe. En substituant à l’angle v toutes les 
valeurs , depuis o jusqu’à 4 oo° , au lieu que dans le cas de 
l’hyperbole , l’équation polaire que nous venons d’obtenir 
n’appartient qu’à la branche MB F 'que nous avions considérée , 
et qui est située du côté des abscisses positives. 

Pour mettre ce résultat en évidence , il suffit de discuter 
cette équation , en donnant successivement à v toutes les valeurs 
possibles , depuis o jusqu’à 400° , et se rappelant que , d'aprè» 
les réflexions que nous avons faites en partant de l'équation 
polaire de l’ellipse , on ne doit alors employer que les valeur* 
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positives du rayon vecteur r , et regarder les valeurs négatives 
conJme désignant des points imaginaires. Cela est fondé sur ce 
qu’en supposant le rayon vecteur positif , les seules variations 
de l’angle v suffisent pour déterminer successivement tous les 
points du plan sur lequel la courbe est décrite. 

Faisons d’abord v — o , nous aurons cos v = -|- i , et par 
conséquent 



la valeur du rayon vecteur r étant négative, il s’ensuit que la 
courbe n’a aucun point qui corresponde à cette valeur de r; en 
effet , nous savons que la branche hyperbolique BM. ne coupe 
point l’axe sur son prolongement au-dela du foyer F, mais 
seulement à son sommet en Z?. 

En général , le signe de la valeur de r dépendra de celui du 
dénominateur X — e cos v ; car le numérateur — A (i — 
est essentiellement positif , puisque e est plus grand que 
l’unité. Puis donc que 1 — e cos v est négatif, quand v =3 o, 
on voit qu’il restera toujours négatif, jusqu’à ce qu’il devienne 
nul , c’est-à-dire jusqu’à ce que l’on ait , 



_ A{*-e') _ 



-~A fl +«) 



cps V SS 



ainsi , depuis v =0 jusqu’à cette limite de v , la branche BM 

n’aura aucun point réel. Voyons ce que signifie cette limite. 

* # ' ..... 

Il est visible qu’elle répond àü ces où le rayon vecteur r de- 
vient parallèle aux asymptotes de la courbe , car cette valeur 
de cos v rend le rayon veéteur « infini. En effet , en remettant 



pour « sa valeur , on % , 

* \ A 






A 



16 






* 
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et l’on voit par cette expression que l’angle p est précisément 
celui que les asymptotes forment avec le grand axe j car , en se 
reportant à la figure 73 , où nous avons construit ces droites , 
la ligne BR menée par le sommet de l’hyperbole perpendicu- 
lairement au grand axe , et terminée aux asymptotes , était 
égale à la moitié du second axe ou à B ; par conséquent , 
l’hypothénuse AR étant égale à I / A* + B' , c’est-à-dire 
à l'excentricité A R que nous avons ici représentée parc ; con- 
séquemment dans le triangle ABR rectangle en B , on a 



^A' + B‘ e 

comme nous venons de le trouver. 

On aurait également pu vérifier ce résultat, sans recourir 
aux constructions de la figure 73; car, puisque nous trouvons 

A 

cos v c= , nous aurons , en remettant pour c sa valeur 



V A' + B * 



sin p =. 



B 



X/A'A-B 1 l/A*+B‘ 

d’où l’on tire en divisant ces équations membre à membre 

, B 

tang p — — — - 



et cette expression est précisément celle que nous avons trouvée 
plus haut , daus l’article 201, pour la tangente trigonométrique 
de l’angle formé par les asymptotes avec le grand axe. Nous 
nommerons cet angle V. 

Continuons la discussionde notre courbe (fig;^ 5 ). Du moment 
où cos p est moindre que — le dénominateur, 1 — e cos p , de 
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la valeur de z devient positif ; et comme le numérateur est 
également positif, la valeur de z est aussi toujours positive et 
indiquera des points réels; ainsi, en considérant d’abord les 
valeurs positives de cos v , on voit que cela aura lieu depuis 

cos v — — qui donne v =: V, jusijues cos v = o , qui donne 

t> — ioo° ou le rayon vecteur F K perpendiculaire à l’axe e. 

Au-delà de cette seconde limite , v continuant à croître , 
devient plus grand que ioo° , cos v devient donc négatif, et 
le dénominateur cos v reste essentiellement positif : ce qui 
donne encore des rayons vecteurs positifs , et par conséquent 
des points réels situés de l’autre côté delà perpendiculaire FK. 
Cela aura lieu ainsi depuis v = ioo° , jusqu’à v — aoo°, et 
ensuite depuis v = aoo* , jusqu’à v — 3 oo”, qui redonne en- 
core cos v = o. On aura donc par ces valeurs la portion de la 
branche hyperbolique KBK' . Au milieu de cette branche , 
c’est-à-dire quand v = 200' , la courbe rencontre l’axe des 
abscisses , on a alors 



cos v — 









i -f « 






c’est la valeur du rayon vecteur F B distance du foyer i 7 ’ au som- 
met de la courbe. 

Enfin , v devenant plus grand que 3 oo° , cos v redevient de 
nouveau positif ; par conséquent le dénominateur I — e cos v 

ne peut être positif que jusqu’à la valeur cos v — — — qui ré- 

e 

pond à la seconde asymptote et donne de nouveau le rayon vec- 
teur s infini. Ce sont les dernières valeurs de v qui donnent des 
points réels , car depuis cette valeur de v , qui est v — 4°° n — F, 
jusqu’à v = 400°, le dénominateur de * est constamment né- 
gatif ainsi qae z , et par conséquent la courte n,’a plus de point» 
réels. I 
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Cette discussion nous fait retrouver successivement toutes 
les parties delà branche hyperbolique MB'M , depuis L’une 
jusqu’à l’autre extrémité, mais on voit- que l’équation que 
nous avons ainsi discutée ne donne précisément que cette 
branche, et n’ofïre rien qui se rapporte à l’autre branche 
située de l’autre côté du petit axe. 

Mais on obtiendrait aussi cette dernière branche, si au lieu 
de discuter l’équation particulière 



j , ex ■ A(\ — e*) 

, s — — A ou s~ 1 L 

ji I — e cos v 

que nous avons obtenue par la considération de la seule branche 
BM située du côté des abscisses positives , on transforme 
directement en coordonnées polaires l’équation générale de 
l’hyperbole rapportée aux axes 

— B'x* =x~A'B* 

c. 

qui contient les deux branches de cette courbe. 

Pour ramener d’abord l’origine au foyeri f, (fig, 7$), en lais- 
sant toujours les abscisses positives dirigées dans le même sens , 
il nous faudra faire 

x—x'-\-c 

et ensuite introduisant l’angle v formé par le rayon vecteur x 
avec le prolongement FX du grand axe du côté des abscisse* 
positives , nous devrons prendre 



*' = x cos v ; y — zsinv, 

s étant le rayon vecteur ; ou ce qui revient au même , il 
faudra faire ccs deux transformations à-la-fois , en substituant 
au lieu de x et de y les valeurs completles 

A zx c -f- z cos v j y zxz 3 8În v; 

-- j V , . . il . • 

»ur quoi il ne faudra pas oublier que les rayons vecteur? pour 
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toute la courbe sont comptés à partir du foyer/’, fl que les 
angles v sont comptés depuis FX prolongement du grand axe 
jusqu’à > > — 4oo°. 

Faisons donc celte substitution et ordonnonsl'équation trans- 
formée relativement a s , elle deviendra 

(A.'ûn’v — ZÎ’cosV) *’ — 2 B' cz cos v — 5’e’ = — A ’ 2?' ; 

mettons pour B ’ sa valeur c*—A r , et nous aurons 



(A * — c’cos’ v) s' — 2c (c* — A”) cos v. z — (c 1 — A*)‘=o , 

. ■ * * *' » 
en résolvant cette équation par rapport à s , elle donne deux 
racines rationnelles , qui sont 

{c* — A % \ {cco>v+A} (c* — A') \cec>$F- — sf} 

A‘ c’ cos’ v * ~ ^ s4* — c* cos* v 



or , le dénominateur — c’ cos* est le produit des deux 
facteurs A — ecos v , et A -\-c cos v, chacune des expressions 
précédentes est divisible par un de ces facteurs , et en-effec-t 

tuant cette division il reste 

. . - ■ _ no -vraty. 

c 1 — A 1 c' — 1 1 

A — c cos v . • ^ -|- c cos 



Maintenant faisons comme précédemment . — e , et ces va- 

A 



leurs deviendront 

1 •' f- • » • . 






_ -rf(i-V). 
, — - ; 
x -f- e 0 os v 



la première est la valeur que, nous avons déjà discutée et qui 
répond à la branche 3/jBJtf'situéeducôté des abscisses positives; 
la seconde répond à la branche opposée qui' se trouve ainsi 
rapportée au même foyer F , c’est-à-dire à son foyer extérieur. 



1 



\ 
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En effet , discutons cette seconde équation : faisant d’abord 
i> = o , ce que donne cos v = 1 , nous aurons 




1+6 



A{\ — e); 

* ' llbi <1 



puisque e est plus grand que l’unité , cette valeur dé z est 
négative; par conséquent la branche que nous considérons n’a 
pas de point réel qui soit situé sur l’aie, du côté FX du 
foyer F . (Gg. 75), — ' / , ' 

11 en sera de même tant que le dénominateur 1 -+• e cos v 
sera positif, car le numérateur A (l — e’) étant négatif, s se 
trouvera aussi négatif. La première valeur positive de s et par 
conséquent le premier point réel de la courbe se trouvera 
quand le dénominateur deviendra nul , c’est-à-dire quand on 
aura 

1 '' ' ' 

cos p es • 

e ’’ 

.1 t i( j, . , 

Soit V ] la valeur de l’angle qui satisfait à cette équation. Tout- 
à-l’hcure en discutant l’autre branche nous avions trouvé que 
la courbe commençait à être réelle quand on avait 




et nous avons vu que l’angle V qui satisfait à cette équation 
était celui que forme l’asymptote AR avec le grand axe. En 
comparant ces deux conditions ensemble , on voit que les 
angles V et V sont supplément l’un de l’autre , c’est-à-diro 
que l’on a . 

y ±2oo°— v, 

■ • » • .1 • ... * 

et par conséquent l’angle F 1 correspond au point de la seconde 
branche qui se trouve situé sur l'asymptote A RI. 




v 
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Maintenant , depuis v — JF 7 jusqu’,! = 4 °°° — V 1 les 
valeurs du facteur x cos t> seront constamment négatives. 
Les valeurs de g données par l’équation 

j 4 (i — e 1 ) 

x— — i i 

I + e cos v 

seront donc positives entre ces limites, et par conséquent la 
branche que nous discutons aura toujours un point réel pour 
chacune de ces valeurs. La limite v = 400° — F 1 répond à la 
seconde asymptote de cette branche. 

Mais quand’ v deviendra plus grand que 400“ — V , la 
valeur de 1 + e cos «’ redeviendra positive ; par conséquent x 
sera ce nouveau négatif et ia branche n’aura plu* de point réel. 
On voit par celte discussion que les deux équations 

' A{ i-e») i—Q 

1 — e cos u I -|- * cos v 

appartiennent chacune à une seule branche de l’hyperbole ; 
avec cette différence que l’origine des rayons vecteurs s étant 
placée au foyer intérieur de la première, se trouve par consé- 
quent, pour la seconde, placée au foyer extérieur. Quand nous 
avons transformé l’équation de l’ellipse en coordonnées po- 
laires, nous avons obtenu aussi deux valeurs du rayon vec- 
teur , séparées et rationnelles , relativement à cos v. Mais l'une 
de ces racines donnait constamment des rayons vecteurs négatiis j 
tandis que l’autre , constamment réelle , donnait à elle seulo 
tous les points de la courbe. Dans l’hyperbole nous trouvons 
également deux valeurs de s séparées et rationnnclles , mais 
chacune d’elles représente une des deux branches de la courbe et 
donne tantôt des valeurs réelles , tantôt des valeurs imaginaires ; 
ce rapport et ces différences entre l’ellipse et l'hyperbole mé- 
ritent d’être remarqués. 



v 
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D’après ce que l’on a vu dans l’article 167, l’équafion polaire 
de l’ellipse qui donne des rayons vecteurs positifs , et qui dé- 
termine tous les points de cette courbe, est 



AU -O 

1 -J- 2 eus e 



e représentant le rapport de l’excentricité au demi grand 
axe. Ce rapport dans l’ellipse est moindre que l’unité. Suppo- 
«ons-le au contraire plus grand que l’unité,nous aurons l’équa- 
tion d’une branche hyperbolique rapportée à" son foyer cxté-- 
rieur. Faisons de plus A négatif en laissant e plus grand que 1 , 
nous aurons encore l’équation d’une branche hyperbolique , 
mais rapporte à son foyer intérieur. Enfin , supposons e = r 
et faisons en même-temps le grand axe A infini , en sorte que 
le produit A (1 — e’) , qui représente le demi-paramètre de la 
section conique, ne s’évanouisse point et reste égale à une cons- 
tante p , nous aurons 



1 4- cos u ’ 



c’est l’équation polaire de la parabole. On voit donc que l’équa- 
tion polaire 

4(i .-O 

z = — ; — 

I -f- e cos v 

peut représenter en général toutes les sections coniques , pourvu 
que A et e y soient modifiés convenablement. 

221. Nous avons vu que l’hyperbole équilatère est, par 
rapport aux autres hyperboles , ce qu’est le cercle par rapport 
aux ellipses. En appliquant ici ce que nous avons dit à la fin de 
l’article i 58 , on pourra comparerl’aired’une portion déterminée 
d’hyperbole quelconque à l’aire correspondante d’une hyperbole 



1 
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équilatère qui aurait le même premier axe ; et il en résulte que 
ces aires , comprises entre les mêmes ordonnées , sont entre 
elles dans le rapport du second axe au premier. Il suit de là 
que, pour toutes les hyperboles qui ont le même premier axe, 
tes aires sont dans le rapport des seconds ; mais leur mesure 
absolue ne peut s’obtenir que par le moyen des logarithmes , et 
la méthode qu’il faut suivre pour y arriver ne saurait trouver 
place ici. 



DISCUSSION DES ÉQUATIONS. 
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222. Nous venons de discuter avec détail les équations par- 
ticulières de l’ellipse, de la parabole et de l’hyperbole. Nous 
avons vu comment on peut en déduire la forme de ces lignes , 
la direction de leurs branches, celles des droites qui les touchent, 
en uit mot, toutes leurs propriétés. Mais les équations des lignes 
courbes ne se présentent pas toujours sous une forme aussi 
simple ; elles sont le plus souvent composées d’un grand 
nombre de termes qui masquent les résultats les plus remar- 
quables , ou ceux que l’on aurait le plus d’intérêt de découvrir. 
Il est donc utile de savoir dégager ces résultats simples 
do la complication qui les enveloppe ; et l’on y réussit' 
toujours en suivant la marche générale que nous venons d’in- 
diquer dans les chapitres précédens ; mais , comme l’usage do 
cette méthode deviendra plus facile par quelques exemples , 
noos allons l’appliquer à la discussion de l’équation générale 
du second degré , à deux indéterminées ; ce qui réunira sous un 
seul point de vue tous les cas que nous avons considérés j usqu’à 
présent. 
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323 . Prenons donc l’équation generale 

Ay' + Bxy + Car* ■+- Dy -f- Ex + F ss o , 

dans laquelle x et y désignent des coordonnées rectangulaires , 
et cherchons la situation et la forme des courbes qu’elle re- 
présente, suivant les différentes valeurs des coefficicns A , B , 

C, D, E, F. 

Pour cela , nous la résoudrons par rapport à y j ce qui don- 
nera 

y-— ^ + é D " 1 r±:^~\^{B^-^AC)x^2{BD-iAE)x+D‘-i i AF. 

2^2 2«/z 

A cause du double signe du radical, il y a en général deux va- 
leurs de y ; c’est-à-dire que, généralement parlant, il y a deux 
ordonnées qui correspondent à la môme abscisse. On pourra 
calculer et construire ces ordonnées lorsque les valeurs don- 
nées à x rendront le radical réel : si elles lo rendent nul , il 
n’y aura qu'une valeur dey, et il n’y aura qu’une ordonnée $ 
enfin , si elles le rendent imaginaire , il n’y en aura point du 
tout , et la courbe ne passera pas au-dessus de l’abscisse que 
l'on aura considérée. 

' A,msi , P our connaître l’étendue et les limites de la courbe 
parallèlement à l’axe des abscisses , il faut chercher l’étenduo 
et les limites des valeurs de x qui rendent la partie radicale 
réelle , nulle ou imaginaire. 

224. Mais comme tout ce que nous allons dire porte sur la 
résolution de l’équation relativement à y , il faut supposer que 
cette résolutien est possible , c’est-à-dire que le terme y * ne 
manque point dans l’équation, ce qui exige que A ne soit point 
nul. Si A était nul sans que C fût nul, l’équation contiendrait 
encore le carré de x*. On pourrait donc la résoudre relativc- 
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ment à x et l’on appliquerait aux x tout ce que nous allons 
dire des/ dans le premier cas. Enfin, si A et C étaient tous 
deux nuis , sans que B le fût , il n’y aurait aucune résolution 
à faire , et l’on voit tout de suite que l’équation représenterait 
une hyperbole rapportée à ses asymptotes , mais dont le centre 
ne serait pas placé à l’origine des coordonnées x et y. L’abscisse 



de ce centre serait 




son ordonnée 



E 

~B 



\ comme on peut 



aisément le voir en transportant l’origine dans ce point ; enfin , 
si ABC étaient nuis à-la-fois, l’équation ne réprésenterait plus 
qu’une ligne droite , et il n’y aurait plus lieu à la résoudre. Ces 
«as particuliers n’offrant aucune difficulté , doivent être exclus 
d’une discussion générale jo’esl pourquoi , dans ce qui va suivre, 
nous supposerons toujdurs que y représente la coordonnée dont 
le carré reste dans l’équaliofl que l’on se propose de discuter , 
ou en d’autres termes , nous supposerons que le coefficient A 
n’est pas nul. 

225. Alors les diverses circonstances qui déterminent la 
réalité de y , et la possibilité ou l’impossibilité de la courbe > 
dépendent du signe de la quantité 

{B' — ^AC)x' 1 + 2 {BD — 2 AE)'x + D' — b AF* , 



Or , on démontre en algèbre que , dans une expression de ce 
genre , on peut toujours prendre x assez grand pour que le 
signe de tout le polynôme ne dépende plus que de celui de son 
premier terme , qui est ici {B ‘ — 4 AC) a;*; et comme le 
carré est toujours positif par lui-même , ce signe sera dé- 
terminé par celui de la quantité B * — 4 AC- Il est visible 
d’ailleurs qu’il ne changera plus au-delà de ce terme, lorsque 
l’on prendra pour x des Valeurs de plus en plus grandes , parce 
que le premier terme; (üT ,rrt 4 AC) x‘ surpassera toujours d* 
plus en plus la somme de tous les autres ; d’où résultent les 
conséquences suivantes. 
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Lorsque B' — 4 AC sera négatif, il y aura des valeurs 
de x au-delà desquelles l’ordonnée y deviendra toujours ima- 
ginaire , soit que l'on prenne x positif ou négatif. La courbe 
sera donc limitée dans le sens des X tant positifs que négatifs. 

Lorsque B 1 — 1 \AC sera nul , le polynôme affecté du signe 
radical perdra son premier terme. Alors , si BD — 2 AE est 
une quantité positive, on pourra prendre x positif aussi grand 
que l’on voudra ; y sera toujours réel : 'mais , si on le prend 
négatif , y finira par devenir imaginaire. Ce sera le contraire 
lorsque BD — 2 AE sera une quantité négative. Ainsi, dans 
ces deux cas, la courbe s’étendra indéfiniment du côté des x 
positifs , ou du côté des x négatifs , et elle sera limitée dans le 
sens opposé. Cette définition ne s’applique point au cas particu- 
lier où B D — rxAE serait nul en méme-tempsque 2 T — 4 AÇ; 
mais il est évident qu’alors l’équation proposée représente deux 
droites. , 

Enfin , lorsque B' — 4 A Csera positif , il y aura des valeurs 
positives et nég atives de x , au-delà desquelles l’ordonnée y 
sera toujours réelle. La courbe s’étendra indéfiniment dans le 
sens des x tant positifs que négatifs. 

En résolvant l’équation générale par rapport à x, au lieu de 
la résoudre par rapport à y, on trouverait pour, l’axe des y des 
indications analogues. Il est métne facile de s’assurer qu’elles 
rentreraient dans les précédentes ; çar le coefficient dey. 1 , sous 
le radical, seraencore B* — i±AC, et , selon que ce coefficient 
sera négatif, nul ou positif, la courbe sera limitée dans le 
sens des y , ou elle s’étendra indéfiniment dans un sens parallè- 
lement à cet axe , ou enfin elle s’étendra indéfiniment dans les 
deux sens , du coté des y positifs et négatifs. 

226. Nous sommes ainsi conduits à partager les courbes du 
second ordre, d’après l’étendue et la direction de leurs branches , 
en trois classes distinctes , savoir ; • 

I- 
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Courbes limitées dans tous les sens : ■* , _ _ 

caractère , } B' ~ i JC<<, 

Courbes indéfinies dans un sens , et 
limitées dans un sens opposé. 

Courbes indéfinies dans tous les sens. £' — 4 AC~^>o 
t L’ellipse , telle que nous l’avons discutée , est comprise dans 
la première classe ; la parabole , dans la seconde ; l’hyperbole, 
dans la troisième. Mais nous ne savons pas encore si elles sont 
les seules qui s’y trouvent renfermées : c’est une question que 
nous examinerons par la suite. 

Nous allons maintenant discuter en particulier les trois 
classes de courbes dont nous venons de reconnaître l’existence , 
afin de déterminer précisément leur forme et leur situation. 

Première Classe. Courbes limitées dans tous les 
sens. 

Caractère , B ' — 4 AC 0. 

227. Pour discuter cette classe de courbes , reprenons la 
valeur générale dey , qui est 

” “Ër" ” ij k ' {B'— li AC)x'+2.{BD-zAE)x+D'—^AF. 

Celte expression nous apprend que , pour trouver les points 
de la courbe , il faut construire pour chaque abscisse AP 

(fig .jôèix') une ordonnée égale à — t * 1 r) , ce qui détermi- 
nera un certain point tel^jue N ; au-dessus et au-dessous duquel 
on devra ensuite porter la quantité que le radical représeyrfj 
d’où il suit que chacun de ces points N , divise en deux parties 
égales la ligne correspondante MM' qui se termine k la courbe. 

* . \Bx * 4 “ D\ ... * 

Cette quantité — <j — — >, qui varie arec chaque valeur 
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de x i est l’ordonnée d’une ligne droite qui aurait pour équa- 
tion 

, . Bx -J- U 

' = - ~TT~ • 

Par conséquent, cette droite est le lieu de tous les points N 
que nous venons de considérer ; et elle divise en deux parties 
égales toutes les droites menées parallèlement à l’axe des y, et 
terminées à la courbe. On peut donc , à cause de cette propriété, 
lui donner le nom de diamètre . Ce résultat s’étend à toutes les 
courbes du second ordre. 

228. Cherchons maintenant la limite de la courbe dans le 
«ens des x. Pour cela j il est très-utile de décomposer en fac- 
teurs le polynôme qui est sous le signe radical. Or , on peut 
écrire ainsi la valeur dey 



f Rx+D) 
2 A 






sr’+a 



(BV— 2 A B) D'—\AF\ 

~ B' -kÀC X+ B'— à, AC) 



et si l’on représente par x’ et x" les deux racines de l’cqua- 
tion 



x * -f- 2 



(BD — 2 AD) 
B‘ — b AC 



. B'— Ci AF 
^ B‘ — 4 AC 



Oj 



on pourra ensuite lui donner celte forme 



y-- ±-it/(U>-UC) (*—*') (X~X"). 

Alcurson voit que la réalité ou l'impossibilité dey dépendra uni- 
. quotient des signes que prendront les facteurs x — x 1 , x — x 1 '; 
et par conséquent les limites de la courbe dépendront des va- 
leurs de x' et de x". 

Or ces racines peuvent être réelles et inégales, ou Réelles et 
égales , ou enfin toutes deux imaginaires. Nous allons discuter 
successivement ces trois cas. 
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32g. Si elles sont réelles et inégales , lorsque les valeurs 
de x tomberont entre x' et x" , les facteurs x — x', x — x", 
seront de signe contraire , et leur produit (a: — x 1 ) (x — x") 
sera négatif ; et comme B 1 — 4 A C est aussi négatif , la quan- 
tité (B*-— 4 AC) ( x — x') ( x — x") sera positive; par consé- 
quent, l’ordonnée y aura deux valeurs réelles. 

Lorsqu’on fera x — x' ou x xz x'!, le radical s’évanouira , 
•t les deux valeurs de- y se confondront en une seule , qui sera 
Bx + D 

réelle et égale à — ■ — — ^ — . Dans ce cas, il n’y aura rien à 

porter au-dessus du diamètre pour avoir les ordonnées de la 
courbe ; et, par conséquent , les abscisses x' et x 11 appartiennent 
aux points où la courbe rencontre son diamètre. 

Enfin , lorsque l’on prendra x positif ou négatif, mais plus 
grand que x' et que x ", les deux facteurs x — x 1 , x — x ", 
seront positifs aussi bien que leur produit ( x — x') (x — x")-, 

et à cause de B 1 — 4 AC négatif, la quantité 

( B * — ttAC) (•* — *' ) ( x — x" ) sera négative : ce qui 
rend les deux valeurs dey imaginaires. 

On voit donc , par cette discussion , que la courbe est continue 
entre les abscisses x' et x", et qu’elle ne s’étend pas au-delà. Si , 
aux extrémités de ces abscisses , on élève des perpendiculaires 
indéfinies sur l’axe des x, ces droites comprendront la courbe , 
et même elles lui seront tangentes , puisque l’on peut les con- 
sidérer comme des sécantes dont les deux points d’intersection 
se confondent en un seul. 

En résolvant l’équation proposée, par rapport h x , au lieu de 
la résoudre par rapport à y, on arriverait à des conclusions 
semblables , pourvu toutefois que le carré de x’ y entre ; on 
trouverait la courbe limitée entre deux valeurs dey, aux extré- 
mités desquelles on pourraitmencr deux droites parallèles à l’axe 
des abscisses , et qui renfermeraient la courbe en la touchant. 
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On aura donc ainsi quatre points de la courbe ; et', si l’on 
veut, on en pourra trouver un plus grand nombre entre les 
limites où elle s’étend. Par exemple , si l’on veut connaître les 
points où elle coupe l’axe des x , on lera y nul dans l’cquation 
proposée ; ce qui donnera 

Cx' -J- Ex -f- .F =o. 

Les racines de cette équation seront les abscisses des points 
d’intersection j et, suivant qu’elles seront réelles et inégales , 
ou réelles et égales , ou imaginaires , la courbe coupera l’axe 
des x en deux points, ou le touchera en un seul , ou ne le 
rencontrera pas. 

De même, en faisant s=o, on aura 
* Ay' + Dy + F= o. 

et les racines de cette équation donneront les points où la courbe 
rencontre l’axe des/. 

Cette courbe sera donc toujours fermée, comme l’ellipse ; 
mais sa position par rapport aux axes d«s coordonnées dépendra 
des valeurs particulières des coçfficiens AB . ... ; et , d’après 
ce qui précède, on pourra aisément la découvrir dans chaque 
ças particulier. Pour ne laisser aucune incertitude à cet égard , 
nous avons formé ici le tableau de ces diverses conditions. 



i 
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condition» géométriques. conditions entre des coeffîciens. 



Courbe fermée du genre i 
de l’ellipse. 


J £* — 4^C<o 


(*) 


Réalité des racines £ et 1 
x". 


1(52?— 2 AE)'— (Z)’— t i AF){B'~ 4^C)>o(a) 


Deux points d’intersection 
avec l’axe des x. 


^ JS‘-4ff>o 


(3) 


Un point de contact avec 
l’aXe des x. 


^ £* — 4CF=o 


(4) 


Aucun point d’intersection 
avec l’axe des x. 


^ JE’ — 4 C/’<o 


(5) 


Deuxipoints d’intersection 
avec l’axe des y . 


| D' — tiAF^o 


(6) 


Un point de contact avec 
l’axe des y. 


J 2)’ — 4 AF=o 


(7) 


Aucun poin t d’intersection 
avec l’axe des y. 


| 2>‘— [ h AF<,o 


(«) 



Lorsqu’on voudra discuter une équation particulière , dans 
laquelle les coefficiens AB. . . . seront des nombres , il no 
faudra pas chercher à rappeler dans sa mémoire les conditions 
précédentes, pour chercher ensuite numériquement celles aux- 
quelles satisfait l’exemple proposé , car on ne tarderait pas k 
les oublier j mais il faudra reprendre le raisonnement général 
et la marche directe de discussion. On sera conduit à ces résul- 
tats immédiatement, et sans aucun effort. 

Voiéi quelques exemples qui suffiront pour éclaircir ce qui 
• précède, et sur lesquels les élèves feront bien de s’exercer : 

4 i 

y ' — — 2 y 4 - 2 x = o 

satisfait aux conditions (i) ( 2 ) (3) ( 6 ) (fîg. 76 ) j 

*7 



S 



( 
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y* — zxy -}- 2 x’ — sx = o 
satisfait aux conditions (») (2) (3) (7) (fig. 77) ; 

y ’ — zxy + zx' -\-zy-}-x-\-3z=o 
satisfait aux conditions (1) (2) ( 5 ) (8) (fig. 78). 

a 3 o. Il existe un cas particulier compris dans les condition» 
précédentes , mais sur lequel il est cependant bon d’étre pré- 
venu , parce qu’il conduit à un résultat fort simple ; c’est celui 
cù l’on a A — C , et B =0. Alors l’équation générale devient 



Ay' + Ax’ + Dy+Ex + F=o, 
ou , en divisant par A , 

x , , , D E , F 

y + * +^rr + -j x + 4-=°- 

Z)* -t- IL* 

Si l’on ajoute dans les deux membres la quantité " T " 



kA x 



l’équation pourra être mise sou» la forme 

E 



^ + £}}'+{* H 



3 A 3 



)» D'+E'—bAF 

ZZ' ; 



et , en la comparant à celle de l’art. 1 oG , on voit qu’elle 
représente un cercle qui a pour coordonnées de son centre 

T) E t/ 7? 1 4- JE* — « AF * 

~Z2’~ZÂ' et P 0 " ” yon ZÂ ’ Pour 

que ce cercle soit réel, il faut que la quantité D* -\-E'—!\AF 
soit positive ; ce qui , dans le cas actuel , revient à dire que 
la condition (2) est satisfaite. 

23 1. Venons maintenant à la seconde supposition que les 
valeurs de x’ et de x" soient égales entr’elles : alors le produit 
(x — x’) x — x") sera un carré (x— x') 1 , et l’on aura pour la 
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Bx + /> (g — .T 1 ) 



iA 



•xA 



l/B’ — iAC. 



Quelque valeur que l’on donne à x , tant qûe * a*- 3? ne 
sera pas nul , la valeur de y sera imaginaire t à cause de 
J 3 ‘ — 4 AC o; mais , si l’on fait x = x 1 , elle sé réduit 

. \BA 4 - O) ■ 

a une seule valeur, qui est réelle et égale à — / -A, 

’ ' I -AA 3 

Ainsi , dans ce cas, la courbé se réduit k uri 'point unique , 

situé sur le diamètre , et dont les coordonnées sont 

i . •: - -c ■ ■ -, • 

V*' + D ....... . . 

’ | 7 a A ■ 



■'.‘j. 



m i 



t ’' V 



Pour que ce résultat puisse avoir lieu , et que ‘les vaîetïfa <le x* 
et de x" Soient égales cntr’ellês , il faut que la parlic radicale 
de leur expression, tirée de l'équation qui les donné, s’éva- 

1 ii*ii 1 » . • j > • • • ~ 1 «y’ ' • 

nouisse d’elle-même , ce qui exige qu’on ait " ’ * ' 

*•'* * \ %# •• - . i. , » • , t ,j , r • 

{BD — *AE) % — ( 5 1 — 4 AC j ( D* — >p<F)ai o (g). 

Cette condition , jointe &la première B' — 4 & C o ; dé ter-î' ' 

mine les cas où ia courbe se réduit à un peint».,:* m!’-' 

Il est facile.de voir à posierMiri ,i quai. ticutee .résultat.; car, 
en fauunt disparaître le radical de valeur de y, on obtient, 
dans le cas actuel, l’cquation ^ 

(a Ay + Bz + D)* — (j 5 * -A\ AC) (g -a- x'î* — o, 

qui est équivalente à la proposée. Or, B' — 4 AC étant néga- 
tif, le premier piembre est la somme de deux quantités posi- 
tives, et ne peut jamais devenir nul, 4 moins que chacune cio 
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ccs quantités ne soit nulle séparément ; ce qui ramène aux 
valeurs que nous venons d’obtenir. 

Voici quelques exemples de ce cas , sur lesquels les élèves 
pourront s’exercer : 

.+ y* — o , y' -J* x' — * ■ s x + 1 t= o. 

23a. Considérons enfin le cas où les deux racines x' et x’ 1 
eon,t imaginaires; alors lo polynôme ( x — *') (x — x" ) ne 
pourra jamais changer de signe , quelque valeur que l’on 
donne à x. Cotte proposition est démontrée dans les élémen» 
d’algèbre. Or., on peut toujours prendre x assez grand pour 
que ce polynôme devienne positif, puisque son premier terme 
est x 1 . Ainsi , il "restera toujours positif; et comme le facteur 
jB 1 — t±AÇ, qui le multiplie sous le radical , est négatif dans 
la supposition présente, il s’ensuit que la valeur dey sera tou- 
jours imaginaire , quel que soit x : <le sorte qu’il n’y aura pas 
de courbe. 

' ; . ■ ... u.. ... • . y ' 

Cela arrivera lorsque la quantité qui entre sous le sigrte ra- 
dical , dans les valeurs de x' et de x ", sera négative; c’est-à- 
dire qu’ii fcidra.qu’on ait •"_ ~ _ ■ 

En introduisant ces conditions dans l’équation générale , on 
voit' facilémént ): jpiHirquoi elle n’admet pas de solution réelle. 
En effet y la secondeinèg&litë peut être remplacée par l’équation 

D’ — 4 AF (BD — a AE) % 

K . 4 AC ( B 1 —ii,AC)' + V 

fC désignant une quantité essentiellement positive. En substi- 

dans l’expression générale 



ruant cette valeur de 



D'—kAF 

B'—tjtAG' 




DES ÉQUATIONS. 261 

de j, celle-ci devient 



Bx+D 






%A 

Elle peut se mettre sous la forme 



Bx+D 

y= = 1Z- 



+« •}> 

«t , en faisant évanouir le radical , on en tire 

(iA,+Bx+ny-(B'-4AC){x+^^y-(B'-4AC)K’=x>, 



équation équivalente à la proposée : mais B * — t^AC étant 
négatif, elle est composée de trois quantités positives dont la 
somme ne peut être nulle , à moins que chacune d’elles ne soit 
nulle séparément. On peut bien remplir cette condition pour 
les deux premières , en posant les équations 



2 Ay -j- Bx -f- D=z o , 



, BD — 2 AE 
'+ J” lAC = ° 



qui détermineront xety. Mais la troisième quantité K 1 , qui ne 
contient que les coefficiens ABC, ne peut être nulle d’elle-même, 
du moins en général , et c’est ce qui rend l’équation impossible. 

Si cependant la quantité K était nulle , on aurait alors deux 
équations du premier degré pour déterminer x et y, et l’équa- 
tion représenterait un point; mais cette supposition exige qu’on 
ait entre les coefScicns ABC . ... la relation 

(BD — 2 AE)'— ( B * — 4 A Ç) (-£>’ — 4 AF) = o. 

Ce qui nous ramène au cas que nous venons de discuter précé- 
demment, et dans lequel les valeurs de x’ et de x". étaient, 
égales eutr’elles. 



Digitized by Google 



a (Sa DISCUSSION 

Voici quelques exemples dans lesquels l'équation proposée 
est impossible : 

/4-*/+*’+ï«+.r+ *=<’< j’+x’+a.T+2=o. 

On voit en effet que ces équations peuvent être mises sous la 
forme 

( 2 j+x + 1 )’ -f*3=o, jr* -f (x + 1 )’4" « =». 

Jusqu’ici nous n’avons résolu l’équation proposée que par 
rapport a jr ; mais on trouverait des résultats absolument sem- 
blables en la résolvant par rapport à .r , et l’on arriverait aux 
mêmes conditions. C’est ce que l’on pourrait aisément vérifier 
à posteriori , mais on peut le voir immédiatement , d’après la 
forme même de la quantité 

(BD — iAE)' — {J? —is AC) (D* — \AF), 

à laquelle se rapportent toutes les conditions précédentes ; car 
eclte quantité étant développé?, réduite et divisée par 4 A , 
devient 

A FF + CD * -(- F B' — BDE—kAFC. 

Et , sous cette forme, on voit qu’elle reste la même , quand 
on y change A en C , et D en E ; ce qui revient à changer y 
en x dans l’équation générale. 

233. Il résulte de (a discussion précédente que les courbes 
du second ordre, comprises dans la première classe, pour 
laquelle B’’ — l\A C’est négatif, sont en général des courbes 
fermées comme l’ellipse. Mais les conditions secondaires donnent 
lieu à trois variétés, qui sont le point isolé , la courbe imagi- 
naire , et le cercle. 

Eu admettant que ces courbes soient réellement des ellipses , 
ce qui en effet sera démontré plus bas , on peut facilement tirer 
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de l’équation proposée toutes les données nécessaires pour les 
construire géométriquement. 

Le moyen le plus simple d’y parvenir consiste à déterminer 
le centre de la courbe , ainsi que la direction et la gi'andeur de 
deux diamètres conjugués. On a vu dans l’article 147 q ue c *® 
données suffisent pour construire géométriquement une ellipse ; 
or , on peut aisément les obtenir en résolvant l équation pro- 
posée, comme nous l’avons fait dans les articles 227 et 228. 

D’abord , rien de plus facile que de trouver le centre ; il est 
placé au milieu de tous les diamètres : or , d’après l’article 227, 
nous connaissons déjà un diamètre situé sur la droite indéfinie , 
dont l’équation est 

(. Bx+D ) 

? 

les extrémités de ce diamètre ont pour abscisse x'x" (228). Ce 
sont les limites de la courbe dans le sens des x ; les ordonnées 
correspondantes y 1 y” ont donc pour valeurs 

(BJ + D) (Bx" + D) 

y — a A y 2-4 

la longueur de ce diamètre est la distance des deux points dont 
les coordonnées sont a? y* , x"y" , elle est donc exprimée 
par \Z{x"—x' Y+{y"—y'Y, qui, en mettant pour y' et y" 
leurs valeurs en x' et x ,H , se réduit à 

le centre est au milieu de ce diamètre. En désignant scs coor- 
données par X et Y, on aura 

J _ **+'«" r _ r’+y" 

a 2 



Digitized by Google 



*64 DISCUSSION 

On connaîtra donc ces coordonnées. Nous avons vn , art. 22g , 
qu’aux extrémités de ce diamètre la tangente de la courbe est 
parallèle à l’axe des y. Par conséquent, si nous menons par 
le centre un diamètre parallèle à cet axe, il se trouvera eonj ugué 
au précédent. Les ordonnées de la courbe aux extrémités de ce 
nouveau diamètre seront les valeurs de y correspondantes à 
l’abscisse du centre, c'est-à-dire à X, et par conséquent on les 

x' 4 - x " 

obtiendra en mettant pour X sa valeur , dans l’axprea- 

•ion générale de y 'de l’article 228 ; on aura ainsi 



y 



B{x" + x')+ iD 
4 A 



(x"—x'l 

&A 



AC~B\ 



la différence de ces coordonnées sera 



(x"— x') 

2 A 



AC B 7 y 



c’est la longueur du second diamètre parallèle aux y et conjugué 
au précédent. Avec ces données on construira l’ellipse; sir" et xf 
son! imaginaires , les’ deux diamètres 'seront imaginaires aussi, 
et il n’y aura pas de courbe ; si x". — x 1 , les longueurs des 
deux diamètres seront nulles , et la courbe se réduira à un 
point ; enfin , si 4 A C— B 1 = B' +4 A*, les deux diamètres 
conjugués seront égaux entre eux. Ces diverses modifications ré- 
pondent ainsi aux mêmes conditions analytiques que nous avons 
déjà remarquées. — 1 • 

Si l’on désigne par « l’angle que le premier diamètre conj u-« 
gué forme avec l’axe dés x , on aura 



tang te = — 



B 
2 A 



2 A 

cos a = — - ' ■ f 

x \ShA' + B' 



Puisque le second diamètre est perpendiculaire à l’axe des 
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ti l’on désigne par « l’angle qn’il fait avec le premier , on aura 

* = 9° — “■» 

par conséquent 

sin a = cos « : 



2 A 



V'hA' + B' 

Or, on a vu dans l’article i4i que le rectangle des deux axes 
est égal à celui de deux diamètres conjugués multiplié par le 
sinus de l’angle a. Ici le rectangle des deux diamètres est 

\/ 4 AC — B\ 1/4 A'^B', 

ti A 

ainsi en nommant 2 a , 2 b, les deux axes de l'ellipse, et mettant 
pour sin a sa valeur, on aura 



ab ~ 



8 A 



VkAC-B'. 



On a vu, de plus, dans le même article, que la somme des carrés 
des axes est égale à celle des carrés des diamètres conjugués ; 
ici cette dernière somme se trouve égale à 

(4 + + ÙAC-B') t 



4 A' 

on aura donc 



4 A 1 



a' + b’= { - f l JX: ( A+C ), 

4 A 

ces deux équations suffisent pour qu’on puisse calculer les lon- 
gueurs des deux axes , et l’on en tire 

4 {A + C + i/B' +{A-Cy\ 

= { A + c~V / B^ + iA-CY} 



si l’on zB — o et A~C, les deux axes de l’ellipse sont égaux, 
•t par conséquent elle se réduit à un cercle. 
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Seconde Classe. Courbes limitées dans un sens , 
et indéfinies dans Vautre. 

m 

\ 

Caractère , 2? J — t^AC — o. 

234. Considérons maintenant la seconde classe de courbe# 
du secflnd ordre, pour lesquelles B * — 4 AC est nul. Dans ce 
cas, la valeur générale de y devient 

y=— m- JL \Zu[BD— uAE)x+D'— bAF-, 

2yï 'À AI 

et , en faisant , pour plus de simplicité , 

JT— 4 AF t 

— i AE)~~~ X ' 

elle peut se mettre sous la forme 

“J— =* ~i *«BD-*A£) (*-*')• 

Si BD — 2 AE est positif, tant que l’on fera x plus grand 
que*', le facteur x — x' sera positif, et le radical sera réel ; il 
deviendra nul, quand x sera égal à x' ; et quand x sera moindre 
que x', le facteur x — x' deviendra négatif, et le radical sera 
imaginaire. La courbe s’étend donc à l’infini dans le sens des x 
positifs, depuis l’abscisse * = x' -, l’ordonnée correspondante 
à cette abscisse servira de limite , et louchera la courbe. 

Les résultats seront contraires , lorsque BD — 2 AE sera 
une quantité négative. La courbe s’étendra indéfiniment dans la 
sens des x négatifs , et sera limitée dan3 le sens opposé. 
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Dans ces deux cas , la ligne droite qui a pour équation 

( Bx + D) 



y — 



2 A 



sera un diamètre de la courbe , en donnant à cette expression 
Je sens que nous lui avons attribué dans l’article 227. 

235. On arriverait à des résultats semblables , en résolvant 
l’équation par rapporta x ; l’équation du diamètre serait alors 



x 



( By + E ) 

26’ ’ 



ou , en tirant la valeur dej , 



y 



a Ce 

~TT 



E. 

B 



Or,Z? J — 4 -dC étant nul, on a 

2 Ç_ B 

r o Ta 

Ainsi l'équation de ce diamètre devient 

Bx E 

' = — .““F* 

c’est-à-dire qu'il est parallèle à l’autre diamètre 

_ _ Bx T) • 

y ~ "2 a ~~ Ta" 

. . * 

que l’on avait trouvé en résolvant l’équation proposée par rap- 
port à j : nouvelle analogie de la courbe que nous examinons, 
avec la parabole dont tous les diamètres sont parallèles entr’eux. 

23G. Quant à la position particulière de celte courbe , et à sa 
situation par rapport aux axes, «lie dépendra des valeurs des 




I 
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coefliciens AB. . . . On la découvrira en suivant la marche que 
nous avons appliquée , dans le n° . 229 , aux courbes du genre 
de l’ellipse , et on arrivera à des conséquences analogues. 

237. Au reste, la condition caractéristique du genre de 
courbe que nous considérons ici est très-facile à reconnaître j 
car, lorsque B * — 4 AC est nul , les trois premiers termes 
Ay* + Exy -(- Cx 1 de l’équation générale forment un carré 
parfait , qui est celui de la quantité y \S Â x\A C. 

238 . Voici quelques exemples sur lesquels on pourra s’exer- 



cer : 

y 1 — 2ry-f x' + x =0 (Fig- 79) 

y * — 2xy -f- cc’-f- 2/ = o (Fig. 80) 

y* — 2xy + x’ + 3 y -+• 1 =0 (Fig. 81) 

y* — zxy x* — 2 y — 1=0 (Fig. 82) 

y * — 2 xy -)- x ’ — Z y — 2* = o (Fig. 83 ) 



239. Si la quantité BD — 2 AE , qui multiplie x sous le 
radical, était nulle , la valeur dey deviendrait 




l/D'—bAF. 



Alors la courbe dégénère en deux lignes droites parallèles entre • 
elles , et selon que la quantité Z) 1 — 4 AF est positive , nulle 
ou négative, ces droites sont toutes deux réelles , ou se con- 
fondent et se réduisent à une seule , ou enfin deviennent toutes 
deux imaginaires. 

t Dans ce cas , l’équation générale est décomposable en facteurs 
du premier degré , et peut se mettre sous là forme * 

{zAy+Bx+D+y/D*— kAF } {lAy+Bx+D—X/D'—tiAF} =0. 

En voici quelques exemples : 
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y'-— axj-j-x* — ’i=o 1 Deux lignes C(Fig. 8 *) 

y'+Hscy+bx*—. 4=0 ( droites. ((Fig. 85 ) 

y’— 2xj-j-x’-t-2j — 2X+I=0, 

y* — 4 xj+ 4 x’=o 

jy’-f-axy-f-x’+laxo . > Deux droites ((Fig. 87 a) 

s +y+i=o .. . .... . imaginaires. i(Fig. 87 b) 

240. Il résulte de cette discussion , que les courbes du se- 
cond ordre , comprises dans la seconde classe, pour laquelle 
Z?’ — 4 AC est nul , sont en général indéfinies dans un seul 
sens , comme la parabole , mais peuvent cependant donner 
comme variétés deux lignes droites parallèles , ou une seule 
droite, ou deux droites imaginaires. 

En admettant que ces courbes soient réellement des para- 
boles, ce qui en effet sera démontré plus bas, on peut se pro- 
poser , comme nous l’avons^ fait pour l’ellipse , de «tirer de 
l’équation générale toutes les données nécessaires à la construc- 
tion géométrique; mais ici nous ne pouvons plus employer la 
considération du centre, puisque celui de la parabole est infini- 
ment éloigné de tous les points de son périmètre; et par consé- 
quent il faut y suppléer par quelque autre propriété tirée de la 
natuèe de cette courbe , qui permette d’arriver facilement et 
prtfmptément à sa description. Or , il en est une qui remplit 
parfaitement ces conditions , c’est que , dans la parabole , 
"lorsque deux tangentes sont perpendiculaires l’une à Vautre , 
la ligne droite menée par les deux points de tangence passe 
par le foyer. Cette propriété n’ayant pas encore été remar- 
quée , je vais la déponlrer d’abord. 

Soit MAm (fig. 5 g) , une parabole dont A est le sommet , 
A X l’axe , et F le foyer. En appelant 2 p son paramètre , et 
la supposant rapportée à des coordonnées rectangulaires x et y, 
dont la première soit prise sur l’axe à partir du sommet A , 



Une seule (Fig. 8G) 
ligne droite. .(Fig. 87) 
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son équation sera 

y = * px ■ 

comine dans l’arlicle 1G1 , et la distance du foyer i^au ao'mmet 

p 

de la courbe sera égale à • ou au quart du paramètre. Cela 

posé, si parle foyer F nous menons une ligne droite quelconque, 
l’équation de cette droite sera de la forme 




a étant la tangente trigonométvique de l’angle qu’elle forme 
avec l’axe de la parabole. Pour avoir les points d’intersection 
de cette droite et de la courbe , il faut combiner leurs équations ; 
et d’abord , en éliminant x , on aura , pour les y" communs , 



! *P > 

y — —y — p — °> 

a 



les deux racines de cette équation sont les deux ordonnées des 
deux points d’intersection; en les désignant par y'y" , leur pro- 
duit sera égal au terme indépendant dey'; on aura donc, 

* t II 4 . * . t I I .4» 

y'y" ——p • 

Or, si par chacun de ces points on conçoit une tangente à la 
parabole, et que l’on désigne par a? et a" les tangentes trigono- 
métriques des angles que ces droites forment avec l’axe , oa 
aura, par l’article 167, , , 



Par conséquent 



«' = - 4 - 

y 



aa! — 



y"- 



/y" 



Si dans ce résultat on met pour sa valeur •—/>*, il vient 
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ce qui signifie que les deux tangentes ainsi menées aux deux 

1 

points d’intersection, sont perpendiculaires l’une à l’autre. 

Pour appliquer cettè propriété à la construction de l’équation 
générale , il faut considérer que lorsqu’on la résout par rapport 
à J, on obtient un diamètre dont les ordonnées sont parallèles 
aux y, qu’en la résolvant par rapport à x, on obtient un 
autre diamètre dont les ordonnées sont parallèles aux x , c'est- 
à-dire perpendiculaires aux précédentes ; or, les tangentes à 
l’origine des diamètres sont parallèles à ces ordonnées; par 
conséquent elles sont aussi perpendiculaires entre elles; et 
ainsi la ligne qui joint les points de tangence contient le foyer 
de la parabole. 

Les coordonnées de ces deux points de tangence sont faciles 
à calculer , car ce sont les limites de la courbe dans ces diffé- 
rens sens; d’abord pour celui dontla tangente est parallèle aux y-j 
nous avons trouvé dans l’articffe 234 > 



ce qui donne 



2 [BD — %AE) ’ 

_ 7) ) 

2 A 



Eu résolvant l’équation relativement à x , on trouvera de meme 
les coordonnées de l’extrémité de l’autre diamètre où la tan-» 
gente est parallèle aux x , e{ l’on aura 



ce qui donne 

. ’f ■ i- . 



r „ = _ - 4 CF) 

J i(BE — 2 CD) ’ 

T „ (B/' + Æ) 



Quand on aura ainsi déterminé ces deux points , on les joindra 
par une ligne droite , et elle devra contenir le foyer. 
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On peut encore trouver facilement une autre ligne droite sut* 
laquelle le foyer se trouve, et celle droite est l’axe même de la 
parabole. En effet , l’axe est parallèle aux diamètres ; ainsi , 
pour pouvoir le construire , il suffit de connaître un de ses 
points : c’est à quoi l’on parviendra, en menant par le sommet 
du premier diamètre une ligne droite perpendiculaire à ce dia- 
mètre et terminée à la courbe. Le milieu de cette droite sera 
un point de l’axe. 

Réduisons cette construction en calcul , le diamètre dont il 
•’agit a pour équation 

• ( Bx + D ) 

T2T" 

La ligne qui lui est perpendiculaire et qui passe par son som- 
met , aura donc pour équation 

y —y' = — ( « — *'); 

/ 

ear x' et y* sont les coordonnées de ce sommet. Pour trouver 
l’intersection de celte perpendiculaire avec la parabole , il faut 
reprendre l’équation proposée, qui est 

(2 Jy + Bx+ny —2 (. BD — 2 AE) (* — x') = o, 

elle peut être mise sous la forme 

^xA{y — 7' , )+5(r — ». — i{BD — 1 A E) [x — r')=»o, 
ou simplement — 

■J a A.(y — y')+B{x— æ')| » — i(BD~'xAE){x—x f )—o. 

car les coordonnées x’ÿ du sommet du diamètre ont entr’elles 
la relation , 

a Ay -j- Bx' 4- D = o. 
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Maintenant il faut la combiner avec l’équation de la droite. 
Or, en éliminant d’abord y , on trouve pour déterminer x 

— - — — — (x — x'Y — n(BD — ?.AE) (x — x') — o. 



Les racines de cette équation sont les x des points d’intersec- 
tion ; une d’elles est x=z x\ ce qui doit être , puisque la droite 
passe par le sommet du diamètre , l’autre donne 1 

, kAt.BD—*AE) 

•• - -y»' . ■ ■ « ^ ■ - — . i. ■ 

(4 A'+iry » 

d’où l’on tire aussitôt 

, ZA'{BD — 3.AE) 
y b^A' + By 

La longueur de la corde sera donc 

K (x— x')’ + (y— y y, 



OU 



kÂ AE) 




Cette longueur étant calculée , on la portera sur la perpendi- 
culaire au diamètre, le milieu sera un point de l’axe. Menant 
ensuite par ce point une ligne parallèle au diamètre , ce sera 
l’axe de la parabole, et son intersection avec la droite , qui joint 
les deux points de tangence , sera le foyer. 

Connaissant ainsi le foyer F (fig. 5g), l’axe FX et un 
point M de la courbe, cesdonnées suffisent pour la construire 
complètement. Car si l’on prend la distance FM, qu’on la 
porte sur l’axe à partir du pied P de l’ordonnée MP , en allan t 
vers le foyer F, le point B, où aboutira cette distance , appar- 
tiendra à la directrice BE, que l’on pourra ainsi construire , 

18 
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et celle-ci étant connus , on en déduit aiacment tou» les points 

de la parabole. 



Troisième classe. Courbes indéfinies dans tous 
Les sens. 



Caractère , B' — 4 A C^> o. 



241. La discussion de cette classe de courbes est extrême- 
ment facile , après ce qui précède; car elle so fait précisément 
par la même marche et par les mêmes procédés. Si l’on reprend 
la valeur générale de y, qui est 



Br+K J. 



uA 



1 ''+’ 



D'—\AF\ 

b* - tac]' 



et que l’on représente par x’ et.x.^ les deux racines de l’équa- 
tion 



x* -f 2 



{BD — 2 AE) 
{B'- 1 ± 4 C) X 



on pourra lui donner cette forme 



-D* — 4 AF_ 
B'—\A~C~°’ 



xA ’ a A 



{B ' — 4 AC) (x — x') (x — x"); 



et , si l’on suppose que x' et x" soient des quantités réelles , 
comme JS’ — 4 AC est une quantité positive , on verra facile- 
ment é]ue la courbe est toujours imaginaire entre les abscisses 
x' et x", mais qu’elle est toujours réelle hors de ces limites , 
où elle se trouve touchée par ses ordonnées : forme toul-à-fuit 
analogue à celle de l’hyperbole ( fig. 88 ). 

La condition de la réalité des racines x’ et x" est 

{BD — 2 Asy. — {B ’ — iAC){D' —4 AF)^> o. 
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Nous l’avions déjà obtenue dans l’article 229 , pour la réalité 
des courbes du genre de l’ellipse. On voit donc que le signe 
seul de la quantité B‘ — l^‘AG détermine la courbé à être 
fermée et limitée , ou composée de deux branches séparées et 
indéfinies. 



On voit d’ailleurs que les abscisses A et x 11 , eritre lesquelles 
la courbe devient imaginaire , répondent à son inlerseclion avec 
le diamètre qui a pour équation 

\Bx + D) 

7 ~ .. ' ' 

Voici quelqaes exemples sur lesquélsW jpoutrâ S'exercer : 

• luwinai • -nn •* 

y — 2*j y—x +2 = 0 (Etg»«9:> 

7* — ** 4 - 21 — 274-1 = 0 ( Fig. 90.) 

7 1 — 2 xy *Z~<P — 27 4^3* 4 ^ 3 = o ( Fig. 91.) 

7* — Sx*-— 274-6* — 3 = o. (J^ig. 9a.) 

’ . •' . -• ‘ - * • j V 11 NI 

On trouverait, comme dans l’article 2?g , les. conditions 
nécessaires pour que la courbe coupe les axes dos x et des7 , 
ou les louche en un seul point, oo enhtt né h'slénéttftf re pas. 

243. Il ÿ'àcëpendknt utt ,; Ctfs qui pourrait' embarrasser les 
élèves , ët sûr lequel il est bon d’être prévenu J c’est celui où 
l’utt'des'célflPéiaJ*o«x’7* manqué d'ans i’éq'diitîbh projwsée", quoi- 
quo letertnéetf vey s’ytéoiîv’e. Cotûmé si'l’ôri avait par exemple , 

•Hpqnoq 

. Jy' + Bxy + Dy + Bx 4-^0; 

alors, en faisant7=o pour avoir l’intersection de la courba 
avec l’axe des » , on ne trouve pouf * 'qV'ühfe séatle Valetii? 
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et cette valeur devient même infinie , si E est nul. Pour savoir 
ce que ce résultat signifie, considérons d’abord ce dernier cas ,■ 
qui est le plus simple , puisque l’on a alors 

Ay 1 + Bxy Dy + F=. o. 

, # 

Si l’on prend la valeur de x , on trouve 






(Jf + Dy+F) . 

By 



Toutes les suppositions réelles pour y donneront des valeurs 
réelles pour x : mais ces valeurs finiront toujours par aller en 
augmentant, à mesure que y diminue; car on peut les mettre 
soust la forme ' • ■ • ■ 



A 



D 






B' * B By ’ 



et, soitque l’on prenne^ positif ou négatif, on pourra le rendre 

F Ay 

assez petit pour que le terme -g- surpasse au-delà de ce 

point , plus y sera petit , plus la valeur de x deviendra con- 
sidérable : enfin , lorsque l’on suppose y nul, elle devient tout- 
à-fait infinie , et se trouve alors positive ou négative selon le 
signe de y ; c’est-à-dire que les deux branches opposées de la 
courbe s’approchent sans cesse de l’axe des abscisses, tant du 
côté des y positives que du côté des y négatives , sans pouvoir 
jamais l’atteindre. Cet axe est par-conséqueht une asymptote 
de la courbe. 

: .j T - t- f 

Au contraire , à mesure que y augmentera , le terme ' 

deviendra moindre ; et, par conséquent, la valeur correspon- 
dante de x, sur la courbe, approchera de plus en plus d’étre 



/ 
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égale à celle de la droite qui aurait pour équation 

A D 

— F"» 

avec laquelle elle coïncidera tout-à-fait, si y devient 1 infinie ; 
F 

ce qui rend nul le terme — — . Cette droite sera donc une autre 

By 

asymptote de la courbe. 

243. On trouverait des résultats tout-à-fait analogues, en 
traitant l’équation plus générale 

Ay' -J- Bxy Dy -|- Ex -f- F = o ; 
seulement l’une des asymptotes serait simplement parallèle à 
l’axe des x , au lieu de se confondre avec cet axe. En effet , en 
résolvant l’équation par rapport à x , on trouve 

Ç Ay' + Dy+F) 

By + E 

En effectuant la division dans le second membre , cette va- 
leur peut prendre la forme 

(AE' + B'F— BDE) 

j 'V — - 

B 






A 



(BD—AE) 

B 1 



B 1 (By + E) 



Si le numérateur AE'+B'F — BDE n’est pas nul, on 
pourra toujours prendre y tel que le terme divisé par By+E y 

A 

surpasse , abstraction faite du signe —jp y , en rendant By+E , 

encore moindre , la valeur de x augmentera toujours , et elle 
deviendra tout-à-fait infinie , quand on aura 



ce qui donne 



By + E z=o-, 
E 



y—' 



B 
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C'est l’équation d’une ligne droite parallèle à l'axe des abscisse*. 
Les deux branches de la courbe s’en approchent sans cesse , à 
mesure que x augmente : mais clics, ne la rencontrent qu’à une 
distance infinie de l’origine, tant du côté des x positives que 
jdu côté des x négatives, car en supposant By -J- E presque nul 
sans le faire nul tout-à-fait, on voit que x sera toujours-extrê- 
mement grande, et que si elle est positive quand Br -f- E a un 
certain signe , elle sera négative quand il aura le signe opposé. 
gTous ces résultats nous montrent qûe < la droite donnée par 
l’équation 



E 




< 



,çst une asymptote de la, courbe. 

Quant à l’autre asymptote , .op la trouverait comme dm* 1* 
cas précédent; car, en représentant la valeur de x, 



A ( BT)—AE ) {AE* + B'F—BDE) 

B y ¥' {By + E) 



On voit qu’à mesure que y augmente, soit positivement , soit 
négativement, le-terme constant, divisé par By -(- E diminue : 
Ainsi îa'valeur de x , déterminée parla courbe pour.chaque or- 
donnée j, approche de plus en plus d'être égale à la valeur 
donnée par la ligne droite qui aurait pour équation 



A BD — AE 




Enfin , si y devient infinie, ces valeurs deviennent égales. La 
droite dont il s'agit est donc une autre asymptote de la courbe 
proposée. 

Il résulte de cet examen que , lorsque le carré de .r manque 
dans l’équation proposée, sans-q«c Ictcrmc en xy disparaisse. 
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il existe deux lignes droites qui sont asympUAes de la courte , et ' 
dont l’une est parallèle à l’axe des x. 

Les résultats seraient contraires , si le carré manquant eût 
élé y’- Alors il existe encore deux asymptotes, dont une est 
parallèle à l’axe des y. 

Un seul cas échappe à cette discussion , c’est celui où l’on 
aurait 

A'E'+B'F— BDE=o-, 
mais alors la valeur de x serait réduite à 



x 



A (BD—AE) 

B 7 B * 



et l’équation proposée ne représentera plus qu’une ligne droite 
facile à construire. , 

Enfin , si les deux carrés x * et y' manquent à-la-fois , les 
deux asymptotes sont respectivement parallèles aux axes des y 
et des x ; car alors l'équation devient 



Bxy Dy -f- Ex -f- Fx= o ; 



et l’on a vu , dans l’article 226 , qu’elle appartient à une hyper- 
bole rapportée à des axes parallèles aux asymptotes. Pour plus 
de simplicité , nous avons d’abord obtenu ce résultat par la 
transformation des coordonnées ; mais on y parviendrait éga- 
lement , comme dans le cas précédent x par la discussion directe- 
de la marche de la courbe. 

En général , quelle que soit la forme de l’équation , il suffit 
que B 1 — 4 AC soit une quantité positive, pour que la courbe 
ait deux asymptotes linéaires ; car, en changeant seulement la 
direction des coordonnées , sans changer l’origine , mais en les 
prenant inclinées sous des angles quelconques , 'on ]>ourra tou- 
jours déterminer les angles de manière à faire disparaître ca 
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même-temps les carrés x '* et y ' 1 dans la transformée ; ce qui la 
ramènera directement à la forme précédente, qui est celle do 
l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 

^44* Passons maintenant au cas où les deux racines x r et x' r 
sont égales entr’elles ; alors le produit ( x — x' ) ( x — x" ) 
devient un carré égal à (x — x')’, et l’on a 

D’équation représente alors deuxlignes droites qui sonttoujours 
réelles, puisque B * — ^ AC est une quantité positive. La 
condition de cette égalité des racines exige qu’on ait 

(BD — nAEy — (jB* — ^AC) (D' — tiAF^ — o. 

Comme le coefficient de x n’est pas le même dans les équations 
des deux droites , il s’ensuit qu’elles ne sont pas parallèles. 

Celte condition est la même que nous avons obtenue dans 
l’article z3i. 

Dans ce cas , l’équation proposée peut se mettre sous la forme 

Ay + Bx + D — (x— x’) y (B' — ^AC)} >< 

{u Ay + Bx -f D +(x — x’ ) B‘ — 4 AC \ =*. 

Elle est donc décomposable en facteurs du premier degré , et 
peut être satisfaite en égalant séparément à zéro chacun de ces 
4 facteurs. 

245 . Généralement , lorsque l’équation proposée se trouve 
multipliée toute entière par des facteurs rationnels en x et en y, 
il faut avoir grand soin de les discuter successivement , et cha- 
cun en particulier; car, puisqu’on satisfait à l’équation en les 
égalant à zéro, ils offrent autant de solutions, qu’il u’esl pas 
permis de négliger. ■» 



/ 
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246. Voici quelques exemples du cas précédent : 

y' — ***+ +'1 —<> (Fig. g3.) 

y' — — o ( Fig. 9i) 

y' + xy — ax'+ 3x— 1=0 (Fig. g5.) 

247. Venons enfin au cas où les deux racines x' et x" sont 
imaginaires ; alors le polynôme {x — x' ) (x — x v ) ne peut 
jamais changer de signe ; et , comme son premier terme est x’ , 
il reste toujours positif ; déplus, U ’ —4 est aussi positif. 
Ainsi , quelque supposition qu’on fasse pour x , la valeur d 6 y 
sera toujours réelle , et chaque abscisse donnera des points de 
la courbe. Cependant cette courbe sera encore composée de 
deux branches séparées (fig, 96}; car chaque ordonnée est div isce 
en deux parties égales par le diamètre dont l’équation est 




jjBx + D) 
2 A 



et , comme le radical 1 / (/?’ — I^AC) ( x — x') ( x — x") ne 
peut jamais devenir nul, ce diamètre ne coupe pas la courbe 
qui s’étend ainsi indéfiniment au-dessus de lui et au-dessous. 
Cette circonstance est tout-à-fait analogue à celle que présente 
le second axe de l’hyperbole. 

Des conditions particulières à ce cas sont 



B'—itAOo, {BD — aAE)' — (B 1 — bAC) (Z>’— 4 ^F)>o 



En voici quelques exemples : 



y‘— 2 xy— x' — aco (Fig. 97.) 

J'* + 2 xy — x * -f- a x -f-ay — 1=0 (Fig. 98.) 

7 ’-àiy-ï‘- 3 i- 2 £=o • (Fig. 99.) 

. - 1 /• 



248. Si A= — C, et B =± 

■ "• ! 



o, l’équation générale devient 



A y* — A x' -J- Qy + Dx -J- F es o ; 



ou 
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J’-*' +■§•'+ ■3- + -T 



O- 



Elle peut , par conséquent , se mettre sousda forme 

fr + JLV-f» — £À’= 



et l’on voit qu’elle .représente alors une hyperbole cquila 
coordonnée du cent 

£>’ — E % — 4 ^ 



DE 

tèrc , qui a pour coordonnée du centre — — - , -, 

3 4 3 4 



. Ce cas est. analogue 



’M 

et pour puissance ^ 

à celui du cercle , dans la -première classe des courbes , 
article a3o. 



249 . Il résulte decette discussion que les courbes du second 
ordre , dans lesquelles B y — 4 AC est positif, sont toujours 
des courbes indéfinies composées de deux-branches séparées ; 
elles comprennent comme variétés deux lignes droites qui se 
coupent , et l’hyperbole équilatère. 

a5o. On voit, par ce qui précède, comment il est possible 
de déduire de l’équation d’une ligne courbe sa forme , son éten- 
due, ses limites, et toutes les sinuosités de son coure ; la marche 
que nous venons de suivre est générale , et s’appliquerait égale- 
ment à toutes les courbes algébriques. Il est donc très-utile de 
s’en bien pénétrer, et de s’en rendre l’usage familier par des 
exemples. Mais aussi c’est tout ce qu’il faut retenir J car il 
serait. inutile , et même. nuisible , de fixer dans sa mémoire les 
conditions particulières qui ont lieu entre les eoefficiens 
suivant les différons cas , et il faut plutôt se laisser natu- 
rellement conduire à ces conditions par la suite des raison- 
nemens. -- •, 
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En admettant que les courbes comprises dans cette classe 
soient réellement des hyperboles , comme nous allons tout-à- 
l’hcure le prouver , il est facile de les construire géométrique- 
ment d’après leur équation , car on peut ici , comme pour les 
ellipses , déterminer très-simplement leur centre , ainsi que 
la direction et la longueur do deux diamètres conjugués. 

Il n’est pas même besoin pouiycela d’aucun nouveau calcul ; 
il suffît d’opérer ici comme nous l’avons fait alors , en ayant 
égard à l’analogie qui existe entre l’ellipse et l’hyperbole , ainsi 
qu’aux différences qui les sépareront. En résolvant d’abord 
l’équation , par rapport a on obtiendra un premier diamètre 
dont la longueur sera 



2 A 



\ZB'+IiA\ 



Ensuite, en la résolvant par rapport à a;, on aura le second 
diamètre parallèle aux j , lequel aura pour longueur 

,(•*'! 4 AC—B\ 

: %A 

Celui-ci sera imaginaire, car nous supposons 2?’— 4^C positif, 
cela doit en effet avoir lieu dans l’hyperbole J si donc on le 
représente par B' \/ — î , et le premier par A\ ces données 
suffiront pour construire l’hyperbole , car l’angle des deux dia- 
mètres est connu , et en le représentant par « on a ici comme 
dans l’ellipse * 

. 2 A 

sin u = ■ — — , — , 

1^4 A‘ +B ~ 

on pourrait de même obtenir les valeurs des deux axes de l’hy- 
perbole , car en les représentant par a et b \/ — 1 , puisque 
l'un d’enlr’eux doit être imaginaire, on aurait paiement 
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f.-ii x iy 

. ■■-■■■-- \/ 4 AC— B'i 
o A 

( aJ' — a;')' 

a = 4 2" {A + cy > 

ce qui donne 

4 «’=- — —L{a + c+i/b' + {A— cyi 

2 A * 



4 fa — — £)>}. 

2 A ' 

Expressions absolument pareilles à celles que nous avons trou- 
vées pour l’ellipse. 



Identité de toutes les Courbes du second ordre 
avec les Sections coniques . 

25i. Les courbes que nous venons de découvrir en discu- 
tant l’cqualion générale dusecond degré, nous ont offert la plus 
grande analogie avec les sections du cône , et même s’y sont 
fréquemment ramenées. Il est intéressant de savoir au juste 
jusqu’où s’étend cette analogie ; et pour cela , nous n’avons pas 
de moyen plus sùr que de reprendre l’équation générale , et de 
la réduire à la forme la plus simple par la transformation des 
coordonnées , sans toutefois particulariser en aucune façon les 
courbes qu’elle renferme. 

Pour cela, reprenons celte équation générale y qui est 
Ay ’ + Bxy + Cx ’ Dy -}- Ex -f- F = o. 

Sur la coprbe qu’elle représente , prenons un point quel- 
conque dont les coordonnées soient a et b , en sorte que 
l’on ait 

Ab' + Bab + Ca 1 + Db + Ea + F =o; 



( 



l 
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et transportons l’origine des coordonnées à ce point, ea 
faisant 

x — a y = £-J-y', 

x ' et y 1 étant de nouvelles coordonnées parallèles aux pre- 
mières. Cela est toujours possible , pi l’équation proposée re- 
présente une courbe réelle ; en y substituant pour x et y leurs 
valeurs , elle devient 

Jy’'+Bxy+C£'+(aAb+Ba-{-D)y'+( 2 Ca+Bb+£r)x'=o. 
ou , en faisant pour plus de simplicité , 

uAb + Ba+D = D> 2 Ca + Bb + E=E', 

Ay" + Bx'y' + Cx“ + D’y' + E'x’ = o. 

a5a. Changeons maintenant la direction des coordonnées 
x' y 1 autour de la nouvelle origine , en les laissant tou- 
jours rectangulaires : pour cela , il faudra employer les 
formules 

» % - - - — - • . ■ » . 

a:' = *'' cos a — y"sina, y' = x"8in s -f-y'( cos a, ■ 

x” et y” étant les nouvelles coordonnées. En substituant ces 
valeurs de x' et dey', on a 

( A cos’ u — B sin acosa -J»Çsin’ a) y"* 

— |-(^f sin* a -f- B sin a oos a. -j- C cos 1 a) x ' 1 ' . 

-f- ^ 2 A sin a cos a-}-i?(cos’«— sin’ a ) — 2 Csinacosa \ 

-f- (JD'cosa — E'sïaa )y" -f- ( D'sina 4" B' cos a 

-, . • S 

Comme l’angle « est toul-à-fait arbitraire , on peut le déter- 
miner de manière à faire disparailre le terme affecté de x” y". 
Pour cela il faudra établir la condition 

O A sin a cos a -f- B ( cos’a — sin’ a) — 2 C sin a cos a — o. 

^ > v ’ _ r f _ • i 
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Or, on a en general 

sin 2 * = 2 sin « cos a. cos 2 a = cos* » — sin*«. 

Ainsi l’équation qui détermine a. peut se mettre sous cette 
forme 

( M — C ) sin 2 « -f- .8 cos 2 « == o; 
et elle donne 

— B 

L’angle 2 a. sera toujours réel , puisque sa tangente est réelle : 

ainsi la transformation et la réduction précédente sont toujours 

possibles. Pour l’introduire dans l’équation proposée , il faut 

observer que l’on a en général 

I 4- co s 2 * . » î — co s a <* 

cos*« = — ! , sm a = *' 

»■ .. 2 

En y substituant ces valeurs et celle de sin a cos et , on 
trouve 

{A 4- C—B sin 2 a -J- {A — C) cos 2 et } y"* ) 

+ [ A + (7+ R sin 2 n — (A~ C) ccnra a } > = °- 

+ 2 ( D'cos * — jg'sin *)/ '.+2 (D'sin « + JE' cos * ) xfL) 

Or , la valeur précédente de tang a » donne 



— B 



sin 2 a = 



»/ 1+ ïangV«* + 

— ^ — C 



I 



CO S 2 £t = 






. , : iSb*+{a— cy 

i -j- tang a a ' 

Si l’on représente par M et N les coefncîens de / ,a et de x" % , 
on trouvera , en y substituant ces valeurs , 



M= A +C + l/B' 4 -(A — Cy, 
N=A + C-^B' + C A- cy i 
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et l’équation devient ; . .. 

My*'* -j- 2 ( D' cos « — E' sin ce ) y' 

+ 2 ( D* sin «e -j- E 1 '.cos * ) x" = o. 



On voit que les coeffieiens M- et N seront toujours des quan- 
tités Téelles , et c’était une cèhséquence nécessaire de la valeur 
réelle trouvée pour tang 2 * ; mais , dè plus ; on peut toujours 
faire en sorte que M soit une quantité positive , et il suffit , 
pour cela , de disposer l’équation de manière que A soit po- 
sitif; ce qui est toujours possible, en changeant les signes de 
lous ses termes. En effet , A étant positif , srC l’est pareille- 
ment , M sera entièrement composé de quantités positives; et si 
C est négatif et égal à — C, la partie radicale , qui devient 

I / B % {A C) l’emportera nécessairement sur la par- 

tie rationnelle , qui est alors A — C. 

Nous pouvons donc toujours admettre , dans ce qui va 
suivre , que M est positif , et nous userons de cette liberté. 

253 i- Pour discuter notre équation transformée,dela manière 
la plus claire' et la plus simple , nous distinguerons deux cas , 
celui où, 'N, est nul , celui où N n’est pas nul.. 

. Lorsqyo JV est nul , l’équation se réduit à 

My+:x[D'cosM — J£'sina)j"-j-2(D , sin*-j-E , cos<é)x ,, =o , 



et peut se mettre sous la fërîné 



;# - + * 

^ - fi’ ; V 



fi' (Z) p coS «— ’E’sin «)’ 1 

i/o ‘ ' 



1 u 

WO Ot JJ 

: «niiopnit (;>• . "» ■ «o , 

On voit alors qu’elle représenté toujours une parabole qui • 
son axe parallèle aux x' 1 , et son sommet placé au point dont le*. 
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coordonnés sont 

(Z)' cos à— JS' sin») f ( D ' sin-a — E' coa a) 

* .. M - ’ - *T" xM(D' coa a + ZJ'cos a) 

En effet, si l’on transporte l’origine des coordonnées en ce 
point,, sans changer leur direct» 011 , ce qui se fera en introdui- 
sant de nourellea variables xf'y!.", telles qu’on ait 

- lr • • (D’ coa et' — E'siaa) 

. : - /"==.*" + jf. . t • 

(D* cos « — E 1 sin a) 2 

2 M(D' sin a 4" E' cos <t) 

, , .. 

L’équation proposée devient til/'S — n; 

My'"* + a ( D ' sin « -f E cos m) x"' = o, 
a ( D 1 sin *-\-E* cos «) . 

et l’on voit que — — est le paramétré de 

cette parabole. 

Si D* sin *+ jE'cos«=o, elle se réduit à deux lignes 
droites parallèles ; enfin elle pourrait aussi devenir imaginaire 
si les coefficiens J> E' renfermaient des conditions d’impossi- 
bilité , c’est-à-dire s’il n’existait aucun point qui pût satisfaire 
à l’équation proposée ; 

Ab * + Bab 4- Ca* + Db-frEa + F== o , 

par laquelle nous avons déterminé les coordonnés a et b. Cette 
condition d’impossibilité est la seule qui puisse se rencontrer, 
car ces dernières transformations ne dépendent que d’équations 
du premier degfé, et nous avons vu que les valeurs de l’angle et 
et des coefficiens M , sont toujours réelles. Ainsi le cas où N 
eit nul ne donnera pas de courbe , ou ne donnera que la para- 
sols , réductible à deux droites-parallèles ; en égalant à zéro 1» > 
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Valeur do N , trouvée dan» l’article 25a , on aura 

A + Czzl/j}' + {A — 6 ’)% 

d'où l’on lire 

C’est la condition qui doit avoir lieu entre les coefiiciens de 
l’équation proposée pour que N soit nul; et d’après ce que 
nous avons vu dans l’article, cette condition est la seule qui 
puisse donner une ligne courbe analogue a la parabole. 

2 . 54 . Venons maintenant au cas où JY n’est pas nul; alors 
l’équation proposée peut se mettre sous celle forme 
( D'c os«— /T’sin «) ( 



A/jv" 



< + JV Ln_|_ ( g/ « in «+ 

m v r ■ -v } 

(( D'cns a — E' sin a)’ ( I) ' sin tt E' cos * )’) 



r 



JY 



M 



Si l’on fait, pour plus de simplicité, 



K \ ( H 1 ™ 
A =\ 



— E' sin o)’ ( [D’ siu a -|- E' cos «)’ 1 

~N 1 il/ J 5 



ï'"=j"+ 



D'cos« — /Tsinct 



„ , , (Z>'sin«-j-iJ'eos*) 



M 



i 



elle deviendra 



Mj"" + Nx'"* - — À ;= o, 

et sous celte forme on reconnaît qu’elle ne peut jamais repré- 
senter qu’une ellipse ou une hyperbole, qui se trouvent ainsi 
rappovlées l’une et l’autre à leur centre et à leurs axes. 

Examinons maintenant quelles sont les conditions qui pour- 
raient rendre ces courbes imaginaires. Il est évident , d’abord, 
qu’aucune condition pareille ne peut avoir été introduite par 
nos dernières transformations ; car nous n’avons fait que trans- 
porter l'origine des coordonnées en un point différent de celui 
où nous l’avions piacce d’abord, transposition qui est toujours 

*9 
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permise; il faut seulement que les coordonnées de la nouvelle 
origine soient réelles , c’est-à-dire que £)' et E' ne renferment 
aucune condition d’impossibilité, ou, en d’autres termes, que 
l’on puisse trouver pour a et b au moins un couple de valeurs 
qui satisfassent à la proposée ' . 

Ab' -f Bab + C«* + Db + Ea+F= so. 

En supposant celte condition remplie, voyons s’il en existe 
d’autres relatives à notre transformée elle-même. Nous sommes 
convenus que nous pouvions toujours rendre M positif, et que 
nous l’employerions comine tel dans nos calculs. Si en même 
temps N est négatif , la transformée 

My>”' + Nx’"' — K=o 

représente toujours une hyperbole réelle. Si K est nul , cette 
hyperbole se réduit à deux droites menées par l’origine des 
jef" et y 1 ", en formant des angles égaux au-dessus et au-dessous 
de l’axe des x' v ; mais quel que soit K , elle ne peut jamais 
devenir imaginaire. 

Il n’en est plus ainsi lorsque N est positif en même-temps 
que M ; car alors si K est aussi positif, l’équation transformée 
représente une ellipse réelle; si K est nul, cette ellipse se 
réduit à un point placé à l’origine même des coordonnées 
x ,n y" 1 ; mais si K est négatif, tous les termes de la transfor- 
mée se trouvant pareillement positifs , il est impossible de trou- 
ver aucunes valeurs de A" etdey f " qui y satisfassent , et par 
conséquent la courbe qu’elle représente devient imaginaire. 

Pour connaître les circonstances géométriques auxquelles ce 
dernier cas répond , il faut développer le coefficient K et 
chercher les conditions d’où dépend son signe. Or , en dévelop- 
pant les produits qui le composent , il prend la forme suivante 

(Ncos*«-|-Afsin 1 «)Z)' , -}-(A'sin’a-}-Æfcos’££)E |1 — 2(JV — M)smxcosa. D’E 1 
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ou , ce qui revient au même , en mettant pour cos* « et sin’ a 
leurs valeurs en cos 2 a. -, 



{^fM+(A r -A/) CO sa«} \N+M— [X— /Tf)cosa*l 

2 ~ 



E"-{N~M)s\ni<t.D'E'. 



Or , si l’on se rappelle les valeurs trouvées plus haut pour M 
et N , on en déduira facilement 

M+N— 2 {A + C) 

n — M— — a i/'n r + ( a - cy, 

et , de suite , 

(2V — M) cos 2<t = — i (A—C t ) 

( A r — M ) sin 2 a — 2 B ; 

en sorte qu’avec ces valeurs la quantité proposée devient 

2 CD '*+ 2 y/E" — îBD'E'. 

Si l’on substitue dans ce résultat, pour 23' et E', leurs 
valeurs 2 A '< -J- Ba + 23 , a Ca + iib 4*E> et qu’on 
se rappelle «juc les coordonnées a et b sont assujetties à 
l’équation 

AF +Bab+ Ca' 4 -Dl>+E*+ F=o, 

on trouvera définitivement qu’étant divisé par 2 , il se réduit à 

AE' + CD' 4- FB' — BDE— itAFC. 

Il faudrait donc que cette quantité fût négative, pour que 
l’équation transformée 

Mÿ"'+Nx"! , — K = o 

représentât une courbe imaginaire ; mais celte condition seule 
ne suffirait pas encore, car il faut, comme nous l’avons vu , 



L 
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que l’on ait en même temps N positif; or , la valeur de IV, 
trouvée dans l'arliele a 3 a , est 

N= A + C— \ / B‘ + (A — C)‘, 

ou , ce qui revient au même , 

N= A + C— j/jT — 4 AC+ {A -f- C )\ 

Pour que celle valeur de IVsoit positive , il faut que la partie 
affectée du radical soit moindre que l’autre, ce qui île peut 
avoir lieu que dans le cas où B est négatif : or , la réunion des 
deux conditions 

B ' — 4 AC<o 

et 

AE' + CD* + F B' — BDE— 4 AFC< o 

est précisément le caractère que nous avons trouvé dans l’ar- 
ticle 23 o , pour que l’équation proposée 

Ay 1 -f- Bxy + Ce* -}- Dy -}- Ex -f- F — o 

ne pût être satisfaite par aucunes valeurs réelles de x et dejp ; 
ainsi , en définitif, ce cas d’impossibilité est le seul qui puisse 
donner lieu à des (jiurbes imaginaires. 

En résumant les résultats de cette discussion , on voit que 
l’équation générale du second degré à deux indéterminées ne 
peut jamais, lorsqu’elle est possible, représenter qu’une des 
trois sections coniques , savoir l’hyperbole, la parabole, l’el- 
lipse, ou une modilication de ces courbes, telles que le système 
de deux droites , une seule droite , et le point ; ce qui complète 
Ja discussion générale de cette classe d’équations, et justifie l’ap- 
pliontion des procédés très-simples que nous avons donnés plus 
haut pour les construire géométriquement, dans tous les cas, 
en supposant qu’elles représentent une section conique. 
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a55. On voit aussi , par cet exemple général , la marche 
qu’on devrait suivre dans chaque cas particulier, pour simplifier, 
par la transformation des coordonnées , les équations que l’on 
pourrait se proposer de résoudre, et pour les ramener ainsi à 
la forme précédente, dans le cas où l’on ne voudrait pas se con- 
tenter de les construire par les procédés simples et expéditifs 
qu« nous avons donnés. Alors il faudrait d’abord discuter 
l’équation proposée , pour voir si elle représente une courbe 
réelle ; où verrait ensuite , d’après les relations qui existent 
entre ses coefliciens , si elle représente une hyperbole, uno 
parabole ou une ellipse ; et selon qu’elle appartiendtait à l’une 
de ces trois classes ou à une autre , on transporterait l’origine 
et on changerait la direction des axes de manière à la rapporter > 
à sa forme la plus simple , par exemple , à son centre et à ses 
axes s'il s’agit d’une ellipse ou d’une hyperbole; et s’il s’agit 
d’une parabole, à son axe et à son sommet. 

Pour trouver directement le centre des hyperboles et de» 
ellipses , il faut déplacer l’origine des coordonnées , de manière 
à faire disparaître les premières puissances des variables , puis- 
que la courbe est symétrique autour de son Gcntre. Pour effec- 
tuer cette réduction , on fera 

x — a -f- x\ y —b + j' , 

a et b étant les coordonnées de la nouvelle origine. En substi- 
tuant ccs valeurs dans l’équation générale 

Ay' 1- Bxy -f- Cx" + Dy -f- Ex -f F= o,. 

on pourra disposer des indéterminées a et b de manière que les 
premières puissances de x' et de y ' disparaissent de la transfor- 
mée; ce qui donnera les deux équations suivantes 

2 Ab -j- Bd -f- D — o 
a Ca -(- Bb + E = ft, 
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auxquelles ces quantilés devront satisfaire; et alors l’équation 

de la courbe rapportée à cette origine deviendra 

A y" + Bx V + Cx' a +Ab' +B<ib+ Ca+DÙ+Ea +F= o. 

En effetj sous cette forme , on voit qu’elle est symétrique rela- 
tivement aux nouvelles coordonnées^' et x 1 . 

Ers équations qui existent entre les coordonnées a et A de la 
nouvelle origine sont du premier degré , et représentent deux 
lignes droites : ces droites ne pouvant se couper qu'en un seul 
point , il s'ensuit qu’il n’y a qu'un seul centre dans les courbes 
du second ordre. En effet , ccs équations donnent pour «et A 
les valeurs suivantes 

_zAE — BD , 2 CD — BE . 

° ~ B’ — 4 AC * ~ J5« — 4 AC ’ 

et ccs valeurs sont uniques : elles deviennent infinies , 
quand B’ — 4 AC est nul ; ce qui signifie qu’alors il n’y a 
pas de centre, ou, en d’autres termes , qu’il est placé a uno 
distance infinie de l’origine. Ce cas est celui de la parabole , 
comme l’indique l’équation B’ ■ — ^AC = o, qui forme le 
caractère de celte courbe. Dans ce cas , les deux droites qui 
déterminent le centre par leur intersection deviennent paral- 
lèles , puisque leur point d’intersection est infiniment éloigné. 
Si, de plus, un des numérateurs est nul en même temps 
que B ' — 4 -dC , ccs deux suppositions rendent aussi nul 
l’autre numérateur , et les valeurs précédentes de « et A de- 
viennent indéterminées; alors il faut revenir aux équations 
mêmes qui les déterminent, et y introduire ces suppositions. 
Or , ij est facile d’en déduire que , dans ce cas, les deux équa- 
tions de « et A so réduisent à une seule, et par conséquent ne 
sulfisent pas pour déterminer ces deux quantités. Il y a donc, 
dans ce cas particulier, une infinité de centres qui sont tous 
situes sur une meme ligne droite : mais aussi , dans ce cas , la 
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courbe se réduit àjlcux droites parallèles, comme il est facile 
de s’en assurer par les méthodes de l’article 2 ( 3q , et tous les 
centres se trouvent sur la ligne droite qui est intermédiaire 
entre elles. 

Lorsque la courbe sera rapportée à son centre , comme 
nous venons de le dire , on pourra changer la direction des coor- 
données autour de ce centre , de manière à faire disparaître le 
rectangle des variables , et alors la courbe se trouvera rapportée 
à ses axes. Si c’est une hyperbole, on pourra la rapporter à 
ses asymptotes , par le même procédé. 

S’il s’agit d’une parabole, cette courbe n’ayant pas de centre, 
on ne pourra pas la traiter de cette manière; mais lorsque par 
la résolution de l’équation on aura trouve un diamètre , on 
tournera les coordonnées de manière qu’elles lui deviennent 
parallèles, après quoi on transportera l’origine de manière à 
faire disparaître le terme constant, et alors la courbe se trou- 
vera rapportée à son axe et à son sommet. 

C’est pour comprendre tous ces cas dans un seul , que nous 
avons adopté cette marche dans l’article précèdent , en rame- 
nant l’équation à ne contenir que les carrés des variables et 
leurs premières puissances ; car cette forme convient egalement 
à l’ellipse , à la parabole et à l’hyperbole. 

Au reste , il suffira le plus souvent de discuter l’étendue et 
la forme de la courbe par la méthode générale qui repose sur 
la considération successive des valeurs de y ; on trouvera ainsi 
autant de points qu’il en faadra pour savoir , dans tous les 
cas , quelle est sa nature et comment elle est située. Le reste 
s’il est nécessaire , s’achèvera par la transformation des coor- 
données. 
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DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 

a56. On a vu dans l’article 52, que les équations entre trois 
variables représentent des surlaces , . comme celles qui sont 
entre deux indéterminées représentent des lignes. On classe 
aussi les surfaces d’après le degré de leurs équations. Ainsi le 
plan dont l’équation est linéaire , est du premier ordre. Nous 
ne considérerons ici que > les surfaces du second ordre, dont 
l’équation la plus générale est 

Jz % +4'y'+A"x'+Bys+B , xz+D”xy+Cs+Cy+C'x+Fx=* (■)» 

et nous supposerons les coordonnées xys rectangulaires. 

Puisque deux des variables x, y, z, peuvent être prisesà vo- 
lonté , ce qui se présente d’abord de plus simple est de résoudre 
l’équation proposée par rapport à une d’entre elles , par 
exemple , par rapport h z : alors , en donnant successivement 
à x et à j toutes les valeurs possibles , on en déduirait les va- 
leurs correspondantes de z , et par conséquent la position des 
dilférens points de la surface. 

Mais cette méthode , que nous avons employée dans la dis- 
cussion des lignes courbes , ne serait pas propre à donner une . 
idée nette de la forme et du cours des surfaces , parce quc< 
s’il est facile de saisir parla pensée la liaison d’une soûle 
suite de valeurs, il serait irês-di jlicile d’étendre cette idée 
è deux dimensions. Pour obvier à cet inconvénient , on imagine 
une suite de plans coupans menés suivant une certaine loi, 
par exemple, parallèles à l'un des plans coordonnés. Eu com- 
binant les équations de ces plans avec celle de la surface pro- 
posée , on détermine ( n°. Ca ) leurs intersections mutuelles. 
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La nature de ces intersections et la manière dont elles se suc- 
cèdent , font saisir et vuij- , pour ainsi dire . dans l'espace, la 
nature de la surface et les divers mouvemens des Nappes qui 
la composent. 

Pour donner un exemple de ce procédé , appliquons-le au 
cas très-simple où l’équation proposée serait 

2*4.*’ = iï’. 

Prenons les plans coupans parallèles au plan des xy\ leur 
équation sera , par le n°. 53, de la forme 

c — a, 

a étant une constante : substituant cette valeur de s dans la 
proposée , on a 

x'+y* = R' — a. 

Cette équation , qui appartient ( n°. 61 ) à la projection de l’in- 
tersection sur le plan des xy, représente , quel que soit a, une 
circonférence de cercle dont le centre est à l’origine , et dont 
le rayon est 1 / II ' — a * : ce rayon est réel tant que a , positif 
ou négatif, est plus petit que R\ il est nul, quand a égale R , 
et imaginaire quand a surpasse R. Ainsi , dans le premier cas, 
l’intersection est une circonférence de cercle ; dans le second , 
ce cercle se réduit à un point; et au-delà , le plan ne rencontre 
plus la surface. 

L’équation proposée étant symétrique par rapport aux trois 
variables x , y , s, on obtiendrait des résultats semblables en 
prenant les plans coupans parallèles à un quelconque des plans 
coordonnés : si ces plans passaient par l’origine même des 
coordonnées , chacun d’eux couperait la surface suivant des 
cercles égaux, et qui auraient pour équation 

t'+y'xzR', + y' + *'=:R\ 
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On peut donc concevoir la surface proposée comme engen- 
drée par le mouvement d’un cercle parallèle au^plan xy , et 
dont le rayon variable , et représenté par V' IV — % est l’or- 
donnée du cercle suivant lequel le plan des xz , ou des yz , 
rencontrerait la surface On reconnaît à cette propriété la gé- 
nération de la sphère que j’ai choisie pour donner une appli- 
cation simple du procédé général ; car, dans ce cas particulier, 
on peut aisément reconnaître la nature de la surface , en ob- 
servant quel/ -J-y’ -f-z’ est la distance d’un point quel- 
conque à l’origine des coordonnées : distance qui est conslanto 
d’après l’équation précédente ; ce qui caractérise la sphère. 

C’est pour plus de simplicité que nous avons choisi les plans 
coupans parallèles aux plans coordonnes : par celte disposition , 
les projections des intersections ne diffèrent pas des intersec- 
tions elles-mêmes. Nous n’aurions pas eu cet avantage en pre- 
nant les plans coupans dans les directions quelconques : si , 
par exemple , nous les eussions seulement, astreints à passer 
par l’origine, ils auraient eu des équations de la forme 

Ax 4 - By -f- Cz — o j 

cl la combinaison de cette équation avec la projposce eût donne, 
en éliminant a , 

{A’ + C')x'+zABxy + ( 5 * + = R'C. 

Alors lt projection de l’intersection sur le plan des xy est une 
ellipse. On pourrait cependant reconnaître que celte intersec- 
tion elle-mèmo est une circonférence de cercle, et l’on y par- 
viendrait en la rapportant à des coordonnées prises dans le 
plan coupant. Je donnerai par la suite des méthodes pour at- 
teindre ce but. 

257. En général on peut , à l’aide de ce que nous avons dit 
dans le n" 62 , déterminer les intersections d’une surface quel- 
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«onquc par un plan, et il est visible que ces intersections seijont 
en général des courbes du même ordre que la surface : mais 
avant d’appliquer ces procédés à l’équation générale du second 
degré, il faut remarquer qu’une pareille équation n’est pas 
loujours possible, et qu’il existe des cas où elle ne saurait 
représenter aucune surface. Pour les déterminer , opérons ici, 
comme nous l’avons fait n°. 324 , sur l’équation du second 
degré entre deux variables. En résolvant l’équation proposée 
par rapport à z, et supposant, pour plus de simplicité , 

B'—\AA'—a 2 [BB' — 2AB")—b B n — ^AA"=c 
2{BC—2AC') = d 2(5' C— zAC")=xe CP — liAF—f 

elle donne 

(ay*+bxy+cx*+dy+ex+f). 

Pour que la valeur de z soit toujours imaginaire, quels que 
soient x et y , il faut que la quantité comprise sous le radical 
soit toujours négative. Or, en supposant x nul, on pourra 
(n°. 325) donner à y une valeur telle que le signe du résultat 
ne dépende que de celui de a : on aura donc d’abord , pour 
première condition do l’imaginarité , 

B' — 4 AA'<ja. 

De plus , pour que la quantité qui est sous le radical conserve 
loujours son signe négatif, il faut qu’elle ne puisse jamais de- 
venir nulle , et par conséquent il faut qu’en l’égalant à zéro , 
on n’en tire jamais pour y que des valeurs imaginaires. Or , 
on voit , par l’article 232, que cette condition ne peut élr* 
remplie , à moins qu’on n’ait 



Z>’ — 4ac<o (bd — a ae)* — (&’ — 4ac) (d 1 — 4 «A) <1° > 
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ce qui exige que les quantités a>c , f , ou 

B'—hAA'., B" — kAA" , C' — \AF , 

I 

soient de même signe , et par conséquent négatives , puisque 
la première doit l’être : pour cela, il faut que les coefficicns 
A si' A" soient de même signe, sans qu’aucun d’eux soit nul 
En faisant donc , polir plus de simplicité, 

b ’ — 4ac=a', bd — 2 ae — b' , 

( bd-aaey-(b'-iac ) ( — 4 */) = Q , 

nous aurons les trois conditions 

a , a' <j> , Q <^o. 

Lorsqu’elles seront remplies , l’équation proposée sera impos- 
sible, et ne représentera aucune surface. 

On peut s’assurer aisément de cette vérité , en observant que 
, . . > 
la quantité 

ay* -f- bxy + cas’ + djr -f- ex -\-J‘ 
peut, d’après l’article 232 , être mise sous la forme 



— — .'(a ay 4- bx 4- d)‘ (2 a'x + 4' )’ 4 — \ • 

4 a y J 1 ' a! ' a' J 

Par conséquent , l’équation proposée équivaut à la suivante , 

(2 Ai -j -By H- B'x 4 - C 1 )’ — (2 ay -\-bx-\- dy 

4 ci 



+ - — (a'x 4 - b' Y 

4 aev 4 ua' 



et l’on voit clairement que tous scs termes sont positifs , 
quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux variables 
x , y, - , si «, u! et Q , sont négatils ; ce qui rend l’égalité à 
zéro impossible. 
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Si Q est nul , a et a' étant toujours négatifs , l’équation 
peut être satisfaite, mais c’est seulement en supposant chacun 
de ses termes nui en particulier ; ce qui donne 

2 Az-hIj)'+B'x J rC=o àay- a'x+£'=o. 

Ces trois équations suffisent pour déterminer les coordonnées 
et, comme il n’en résulte pour chacune d’elles qu’une 
valéurj il s'ensuit qu’alors la surface se réduit à un point. 

11 est à remarquer que la quantité Q reste la même quand 

on y change tous les signes des coefficient a , b , c. . . . 

« 

20 J. 11 peut arriver aussi que l’équation proposée soit dé- 
compos ihle en facteurs reels du premier degré, et alors elle 
renrésenter ôî le système de deux plans. Pour cela , il faut que 
la quantité cftectce du signe radical , dans la valeur de s , soit 
un carré que. l’on pourra par conséquent représenter par 
( «y-J-gx + y)% a, fî , y, étant des constantes indéterminées: 
développant celte expression , elle devient 

«v + 2 «p*y + £ 4- a «y y 4- 2 y.®* 4- y 3 ; 

et, en la comparant terme à terme avec la quantité 

a/' + bxy + ex' + dy + ex +f> 

on a , . 

a* —a, £’-= c , y x =f, (A) 

2«,3=é; 2 ay = d, Z yfr = e : 

d’où l’on tire 

b' — ^ac — o, d'—baf—o, e' — $cf=o. (B) 

Ce qui exige que les quantités a , c,/, soient de meme signe. 
Lorsque ces trois équations seront satisfaites , on aura 

a— l/n, f = y — K/'» 

les signes des radicaux étant déterminés d après ceux des quan- 
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tités b, d , e; et l’équation proposée se résoudra en deux fac- 
teurs , qui seront 

zAz -\-By+B'x + C=tî \Sa\^y-\-x\/ 

Si les quantités a, c ,f, sont positives , ces facteurs représen- 
teront des plans réels : dans le cas contraire , a sera ima- 
ginaire, et l’on devra avoir en même-temps 

. c r 

nAzA^By-^B 1 x-\-C—a , y -f- x (/ 1- |/ - — = b. 

• au 

' Alors la proposée représentera une ligne droite. 

. * 

Les valeurs de b , d , e, tirées des équations {A), donnent 

bd — 2af=o, 

Ainsi", en se reportant au numéro précédent, les quantités que 
nous avons nommées a b' , Q , sont nulles lorsque l’équation 
proposée est décomposable en facteurs du premier degré. 

Si l’on développe les équations (B), en mettant pour a, b, c, 
leurs valeurs , elles deviennent 

AB"'+A' B” — A" B' — BB'B"—\AA'A"= o (0 
AC -f -A' ( y +F B ’ — BC C' —4 A A'F = o (2) 
AC"’+A"C\ +FB' % —B' CC n —^AA" F — o (3). 

Les deux dernières sont celles que l’on obtiendrait en faisant 
successivement abstraction de x tt de_y dans la proposée, et 
écrivant que le résultat est décomposable »n facteurs du pre- 
mier degré. Il est facile de s’en assurer , en les comparant 
avec celles de l’art. 244. La première n’est point symétrique 
avec les deux autres , et cela vient de ce que nous avons résolu 
l’équation par rapport à s ; ce qui n’a laisse que x et y sous le 
radical : en la résolvant par rapport à y , on trouverait pour 
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une d«s trois équations de condition suivante 

I 

A'C' + A"C" + FB " 7 — E"CC" — 4 A 1 A" F= o ( 4 ). 

Cetle équation, qui ne contient que les coefficiens de x et dey, 
doit nécessairement être comportée par les trois précédentes : 
déplus, comme elle contient la lettre Z?", qui ne se trouve 
pas dans les deux dernières , et la lettre F, qui ne se trouve pas 
dans la première, elle ne peut résulter que de la combinaison 
de ces trois équations. On peut donc la substituer à une d’entre 
elles, par exemple, à la première , et l’on aura alors les trois 
conditions ( 2 ) (3) ( 4 ) , pour que la proposée représente 
deux plans ou une ligne droite : ces. équations de condition 
pourront même être employées quand une des quantités 
B , A 1 , A", qui multiplient les carrés des variables x , y , s , 
deviendra nulle. , 

Si l’on voulait parvenir directement aux trois équations' 

( 2 ) (3) (4), il faudrait rendre la proposée homogène et sy- 

oc f y js 

métrique , en y substituant pour x , y , s; , — — , — ; 

n n n 

n étant une nouvelle indéterminée : on trouverait ainsi 

t'-\-A’y'+A ,, x-\-Byzl r B'xz-\.B"xy+ Czn+ C’yn+ C r xn+ Fn 7 

et en résolvant celte équation par rapport à n ,vn chercherait 
les conditions qui rendent le polynôme dëcomposable en fac- 
teurs ; on obtiendrait ainsi directement les trois équations ( 2 ) 

( 3 ) (4). 

25g. Le principal caractère par lequel nous avons classé les 
courbes du second degré , est l’absence ou l’existence des 
branches infinies. On distingue également , parmi les surfaces 
du second ordre, celles qui sont renfermées dans un espace 
limité, et celles dont le cours est indéfini. 

Généralement , lorsqu’une surface est renfermée dans un 
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espace fini , si l’on mène une droite qui la rencontre cil plu- 
sieurs points , la portion de cette droite qui est interceptée 
entre les points d’intersection ne pourra jamais devenir infinie} 
et il est évident que cette propriété appartient exclusivement à 
ce genre de surface : cherchons las conditions qui l’établissent 
dans celles du second ordre. 

Soient donc 

I— a z /3 
y — a’z+H’ 

les équations d’une ligne droite quelconque dans laquelle * , p, 
a!, £>' , sont des constantes absolument arbitraires qui dépendent 
de la position de la droite : les points où elle rencontre la sur- 
face du second degré 

A:i+s4'y'+A”x'+Byz+B'xi+B"xy+Cz+Cj-lrC"x+F=o 

seront déterminés par le système de ces trois équations(n°. 62). 

Il faudra donc en tirer, par l’élimination, les valeurs des 
coordonnées a:, y , s ; cequi revient a chercher les intersections 
de la surface par chacun des plans projetans, et à déterminer 
ensuite les points eommunsà ces deux intersections. Ainsi, pour 
que la surface proposée soit renfermée dans un espace fini, il est 
nécessaire et il suffit que ces courbes soient toujours fermées , 
quelle que soit la direction des plans coupatls. 

Si l’on combine d’abord la première des équations de la 
droite avec celle de la surface , et qu’on élimine x entre elles , 
il viendra une équation du second degré qui appartiendra à la 
projection , sur le plan desj-s, de la courbe suivant laquelle le 
premier plan projetant rencontre la surface ; cette équation 

sera de la forme 

f 

a' s 1 -f- b’xy -f- c’y * -f- d'z -}- e'y -J-/ - ' — o. 

Pour qu’elle appartienne à une courbe fermée , ii z ; 1 , comme 



I 
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on l’a vu n°. 325 , que b 1 ' — 4<zV soit une quantité négative : 
or , sans effectuer entièrement le calcul de l’élimination , il est 
aisé de voir que l’on a 

a'z=A + B'* + J"*', b'z=E+B"*, c'zz. A' \ 

* 

ce qui donne 



(R" 1 — 4 A' A")* + 2 (BB" — "2. B' A') « + B ' — 4 AA’< o. 



Cette condition devant être remplie, quel que soit et , il est 
visible que l’on aura d’abord ( n°. 224 ) 

B"' — ii A' A" <0. * 

A ’ et A " seront par conséquent de même signe , positives par 
exemple, si nous supposons 'la première positive, ce qui est 
permis. 

Il faudra ensuite que œ polynôme' reste toujours négatif , 
quel que soit a -, ce qui exige qu’en l’égalant à zéro , il ne donne 
pour a que des valeurs imaginaires : pour cela, il faut qu’on ait 

[B B " — iB'A’Y — {B ' — 4 AA’) {B"'-hA'À") <0 ■ (4), 



ou , en développant et divisant par 4 A', qui est une quantité 
positive , 

AB"' + >5” + A" B' — B B’ B"— 4 AA'A"<o (5). 

Cela ne peut avoir lieu qu’en supposant 



B' — * 4 AA 1 < o. 

Il faut par conséquent que les quantités AL , A 1 , A " soient 
'toutes trois de même signe, c’est-à-dire positives , sans qu’au- 
cune d’elles soit nulle. '*_* ' ..... . 

Ces conditions étant satisfaites , la section laite dans la sur- 
face par le premier plan projetant de la droite sera une courb. 
fermée , quelle que soit la direction du plan. 

art . 







/ 
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Eu combinaul de la même manière l’équation 
y = a'z + & 

du second plan projetant de la droite avec celle de la surface, 

çn trouvera que l’intersection sera une courbe fermée , si l’on a 

* 

B"'—kA'A''<o 

(W— uBA")' — {B"— kAA") {B"’—? k A'A")<° ( 6 ); 

ce qui exige que l’on ait 

B 1 * — 4 AA" < o. 

« 

Mais ces conditions ne diffèrent qu’en apparence des précé- 
dentes; caf, si l’on développe Informulé ( 6 ), et qu’on Indivise 
par 4 A ", qui est une quantité positive , elle donnera la for- 
mule (5) : et , réciproquement , en multipliant la for- 
mule (5) par 4 A", on’retrouvera la formule ( 6 ). Par consé- 
quent , la condition B n — ! k AA ll <^o est implicitement 
comprise dans lçs précédentes. L’analogie fait aisément sentir 
qu’en multipliant la formule (5) par 4 A , on peut lui donner 
la forme 

{BB'--2AB"Y-{B'—i i AA') (B“ — iAA")<j). 

Il suit de là que , pour qu’une surface du second degre soit ren- 
fermée dans un espace fini , il est nécessaire et il suffit que son 
intersection , par un plan perpendiculaire à un des plans coor- 
donnés , soit toujours une courbe fermée , quelle que soit la 
direction du plan coupant : il est aisé de voir que ce caractère 
peut servir à délerinitiér les surfaces finies de tous les ordres. 

Cette propriété lient’ à ce que l’on peut trouver l’intersection 
d’une droite avec une autre , sans combiner immédiatement 
l'équation de Celte dernière avec celles des deux plans çrojelansj 
•ar on parvient au même but, en cherchant les points dans 

. . J T t ■ . 1 . - » - , • » . *• • J > f't ' 

f 
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lesquels Uil Jts plans projetans rencontre la courbe suivant la- 
quelle l’autre a coupé la surface. Il suffit donc , pour que celle-ci 
soit comprise dans un espace fini, que la courbe dont il s’agit 
soit toujours fermée , quelle que soit la direction du plan.. 

Nous conclurons de ce qui. précède , qu’une surface du second 
degré , dont l’équation est 

Ai'+A , f+A H x'+Byz+B'fz+B , 'xy+C*+Cy+C'x+F=o (7) 

ne peut élx - e renfermée dans un espace fini , à moins qu’on n’ait 
entre les coefiiciens de cette équation les relations suivantes 

B'—! t AA'<o B"-k AA"<* (A) 

AB"'+A'B , '+A"B'—BB'B"—^AA'A"<o. 

Mais nous observurons qu’une quelconque des trois premières , 
prise conjointement avec la dernière , comporte les deux autres. 

Pour prendre une idée nette de ce que ces formules repré- 
sentent , supposons que l’on fasse successivement • 

* = 0 y = o s = o 

dans l’équation générale des surfaces du second degré ; on 
obtiendra , par ce moyen, trois équations aussi du second degré, 
qui appartiendront aux sections faites dans la surface par les 
trois plans coordonnés : les trois première» des conditions ( A ) 
signifient que ces sections , que nous nommerons 1rs traces de 
- la surface , sont des courbes fèrmces. Mais cela ne suffit pas 
pour que la surface soit elle-même fermée, et il faut encore 
que la quatrième condition soit remplie. C’est ainsi , par 
exemple, qu’un cône droit, qui est une surface indéfinie, peut 
être placé, par rapport à l’origine , de manière que ses intersec- 
tions par les trois plans coordonnés soient des ellipses. 

On voit , par les formules précédentes , que toutes les surfaces 
du 'second degré, qui sont de nature à .être comprises dans ua 
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espace fini , renferment nécessairement dans leur équation les 
carrés des variables x y y , s ; et , en el'fet , si une de ces va- 
riables , z par exemple , ne s’y trouvait qu’à la première puis- 
sance, sa valeur serait toujours réelle , quelle que fùtcelle des 
autres; et, si elle n’entrait pas du tout dans l’équation , elle 
serait absolument arbitraire, en sorte que, dans l’un et l’autre 
cas, la surface s’étendrait indéfiniment dans le sens de celte 
variable. ' . 

260. Considérons maintenant les diverses particularités du 
cours de ces surfaces; mais, pour les discuter avec plus de 
facilité , et distinguer plus nettement les propriétés qui les 
caractérisent , cherchons à simplifier l'équation générale , 
comme nous avons fait dans le cas des courbes planes, en chan- 
geant convenablement les coordonnées. 

a5l. Ne Disons d’abord que transporter l’origine. En nom- 
mant x' et y' les nouvelles coordonnées, on aura 

» * = « y— y' A M z = z'-t~'y. 

En substituant ces valeurs , on peut disposer des indéterminées 
a, y , de manière à faire disparaître les termes affectés des 
premières puissances des vasiables x’ ,y' } s') ce qui donne les 
trois équations ... > 

% A y B /}-{- B' a-J-C ” o , 

S. A' 3 4 - B"a 4- B y + C* = o, (2) 

zA"« + B' y+B"fi + C'=o) 

et , en représentant par L la quantité 

qui ne contient que (les quantités connues^ la transîc.roé© 
devient 

B'uW+B"xy+L=» (3), 
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Cctje équation reste la môme, quand on y change -f- x', +r', 

-J- z' , respectivement en — x', — y', — z'. Si donc , par l’ori- 
gine des coordonnées , on mène une ligne droite dont les équa- 
tions soient de la forme 

x' = mx', y' — nx' , 

les points où elle rencontrera la surface auront leur» coordon- 
nées respectivement égales et de signes contraires : par consé- 
quent, la portion de cette droite interceptée par la surface se 
trouvera divisée en deux parties égales à l’origine des coordon- 
nées. Cette origine sera donc le centre de la surface , en attri- 
buant à cet te expression la signification que nous lui avons donnée 
dans les courbes du second ordre. • 

Les équations (a), qui déterminent la position de ce centre, 
étant linéaires , elles donneront toujours pour « , f>, y, de» > 
valeurs réelles; mais les coefficicns A , B , C , peuvent avoir 
entr’eux des relations telles, que les valeurs de a , £ , y, devien- 
nent infinies ; et alors le centre de la surface sera infiniment 
éloigné , circonstance analogue à celle que présente la parabole 
parmi les sections coniques. ' '* 

Pour savoir quand cela arrivera , il faut tirer des équa- 
tions (2) les valeurs de os , £ , y , et examiner les cas où leur- 
dénominateur peut derenir nul. Si l'on calcule ce dénomi- 
ndteur parla méthode ordinaire d'élimination on aura , en 
l’égalant à zéro , 

'AB'" + A'B'*+ A” B"— BE fl" — 4 AA'A'^ o (D). 

C’est la condition nécessaire pour que le centre de la surfaco 
soit infiniment éloigné. 

Si cette équation était satisfaite , et qu’on eût en même 
temps 

C=o C=o C"= o, 

le» valeurs de *, /}, y , ne aéraient plus infinies'; il est aisé da 

, • ’ « 

• • 



1 



Digitized by Google 



voir qu’alors une quelconque des trois équations (3) serait com- 
portée par les deux autres. Klies ne suffiraient donc plus pour 
déterminer les trois coordonnes a, g, y : par conséquent, il 
y aurait une infinité de centres tous situés sur une même ligne 
droite qui serait l'intersection de deux plans ayant pour équa- 
tions 

2 A y + B fi -|- B'z — o , 

*A' fi + D" a + Vy = o, 

Dans ce cas, la surfaee est un cylindre droit à base elliptique 
ou hyperbolique , comme nous le vevrons pjus bas , et l’axe de 
Ce cylindre est le lieu de tous les centres. 

362. Faisons d’abord abstraction de ces cas particuliers , et 
considérons en général les surfaces qui ont un centre, c’est-à- 
dire dont JYqnation peut être mise sous la forme 

Az''+Ay'+A"x' , +B/z l +B'x l z'+B"x , /+l=:o ; 

pour là simplifier encore, changcons-y la direction des coor- 
données , en les laissant, toujours rectangulaires, et cherchons 
à déterminer le neuve u système de manières faire disparaître 
les termes qui contiennent les rectangles des coordonnées; il 
fuudta. , pour cela , fai w(82), 

"'jc^ïi x^'Cüs X -|-/ w cos X' z" cos X" 

• , ’j eos Y -f- y" cos Y' + z u cos Y" ) 

z' = x" cos Z cos Z' -f- s" cos Z " , t 

et joindre à - ccs équations les suivantes 

* 00s* X -f- cas’ Y -f- cos* Z = I 

cos* X' + cos’ Y’ + cos* Z' = 1 {A) 

eo.’ X" + cos* Y" + cos’ Z"=\ 
eos X cos . ^ + cos Y cos Y' -f- cos Z cas.Z' — o 

cos X cos X" -f- cos Y cos Y" -(- cos Z cos Z" = 0 (Z?) 

cosX 1 cos X" -J- cos Y 1 cos Y" -f- cos Z 1 cos Z". = o 

» 
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ce qui donnera uiie équation de la forme 

* 

Ms' , '+M!y"*+M"x"'+Na’y+N's"£'+N' , x , y+P='>. 

Sans effectuer - entièrement le calcul , on peut aisément former 
les valeurs <Jes cocfiiciens N, N’, N 11 ; et , en les égalant à zéro , 
on aura leÿ trois équations suivantes 

2 A cos Z cos Z’ + B ( COS Z cos Y r - f- cos YcAtsZ 1 )} 

+iA' cos r cos r 4- B' (cos Z cos X , -(- cosXcos Z'y>~° 
+2^"eosXcos X 1 + B'\ nos Y cos X 1 -)- cosXcos Y' y 

2A cos Z cosZ" + B (cos Z cos Y" cos YcosJî’')i 
+2 A' cos Y cos F" -f- B' (cos Z co»X"-f- cosXcosZ") [ =o {Q 
+2A" cos XcosX" JS" (cos FcosX"+ cosXcos F")) 

2 A cos Z'cosZ" 4- B (cos.^'cotY' , -^.coaY l cosZ")'j 
-^-2. A 1 cos Y 'cos F" -f- B 1 (cos £'cosX"+éos X'cosZ — ° 

+2A"po» X'cosX" + J B"(cosy'cosX''4-cosX'cos Y")) • * 

« 

.On peut», au moyen des neùf équations [A) ( B ) (C), déter- 
miner les neuf quantités d’où dépend la position des trois axés ; 
et, en substituant leurs valeurs dans la proposée, elle se réduira 
à celte forme' très-simple 

ji/a"* + ii/y** 4- il/"*"* 4- l = o. 

Mais la possibilité de la transformation dépend de la réalité de 
ces valeurs. 

Pour s’assurer de cette possibilité, il faut observer que les 
équations ( A ) (B) (C) restent les mêmes, quand on y change 
XYZ respectivement en X'Y'Z', ou en X" Y^Z 11 . Ces équa- 
tions sont donc symétriques par rapport aux trois axes des 
nouvelles coordonnées x" y" s" : par conséquent , il doit 
être possible de les décomposer en Irois systèmes équivaiens 
( A ) (A 1 ) {A' 1 ) , dont chacun ne renfermera que les quantités 
relatives à un de ces axes. Ces trois systèfucs devant ètro encor» 
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symétriques, comme les équations (A) ( B ) (C) , un seul Je 
ces systèmes pourra représenter le*s deux autres , et devra 
donner pour chacune des inconnues trois valeurs , qui appar- 
tiendront aux trois axes des x"y"js". 

Pour obtenir ces équations éliminées , multiplions la première • 
des équations (C) par cos Y " , la seconde par cos Y' , et re- 
tranchons ces deux produits l’un de l’autre, en faisant, pour 
plus de simplicité, 

iA cos Z + B cos Y + B' cos X= M 
a A" cos Y B' cos Z -j- B" cos X =»jP , 
il viendra 

M ( cos Y* cos Z" — cos Z’ cos Y" ) ï 
+ J* ( cos Y' cos X". — cos X' cos Y" ) ) — ° 

* 

Effectuons la même opération en multipliant par cos X' f et 
«os X ' , et faisons 

3 A' dos y B cos Z B" cos X=iV, % 

il viendra 

. M ( cos X ' cos Z" — cos Z* cos X" ) ) 

+ N ( cos X* .cos F" — cos Y' cos X" ) i~° 

Traitant absolument de la même manière les deux première* 
équations ( B ) , on en tirera les deux suivantes . 

cos X ( cos Y ' cos X' r — cos X' cos Y" ) ) • 

-f- cos Z ( cos Y 1 cos Z" — cos Z' cos Y" ) / ° 

cos Y ( cos X' cos Y " — cos Y ' cos X" ) ) 

+ cos Z ( cos X' cos Z ". — cos Z' cos X" ) J ° 

S* l’on fait , pour plus de simplicité , 

cos Y' cos Z " — cos Z r cos Y" — T 
cos Y' cos X" — cosX' cos Y" — JJ 
cos X cos Z" — cos Z 1 cos X' 1 — V 
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le» quatre équations précédentes deviendront 

MT+PU=o MV — NU=o 
2* cos Z + U cos X = o V cos Z — U cos Y = o. 

Il faut observer que les quantités T, U, V, qui entrent dans 
ces expressions , sont les seules qui contiennent des accens : en 
les éliminant, on aura les déux équations suivantes, qui ne 
cOhliendront plus que XYZ , 

J/cos Y— JV cos Z = o , M cos X — P cos Z == o , 
qui comportent la suivante , • 

P cos Y — N cos X z= o ; 

ou , en développant et mettant pour MNP leurs valeurs , 

2 ( A — A ' ) cos Y cos Z + B{ cos’ Y — cos’ Z')) 

-f- B' cos Y cos X — B" cos X cos Z Ç ° 

2 ( A — A' ’ ) cos X eos Z -(- B'( eos’ X — cos’ Z 

-{-B cos X cos Y — B" cos Y cos Z ) ° 

2 ( A" — A') cos Y cos X -f- B"( cos’ Y — cos’ X) i 

-J- B' cos Z cos Y — B cos X cos Z $ ° 

à quoi il faudra joindre 

cos’ X -|- cos’ Y -f- cos’ Z — I . 

Ces équations éliminées suffisent pour déterminer cos X , 
cos Y , eos Zj et, comme le» formules dont nous sommes 
partis étaient symétriques par rapport aux trois axes des nou- 
velles coordonnées, on aura, par rapport à chacun d’eux, 
trois équations semblables aux précédentes, en sorte qu’il suftit 
de résoudre ces dernières. 

Pour y parvenir, on fera 

" 

cos X — m, eu» Z , cos Y =. n eos Z : 
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1 -j- «’ 

et les quantités m , n , se trouvent détenninées par le» 
équations 

2 ( A — A 1 ) n •+- B ( n' — 1 ) + B' mn — 1 3"m = o 
2 ( A — A 11 ) rn -j- B' ( / 7 i* — < f ■) B mn — R" n = o. 

Si l’on prend dans la première l'a valeur de m , qui est au 
premier degré , et qu’mon la substitue dans la seconde , le terme 
affecté de disparaît de lui-tçêine, et il reste, pour déter- 
miner n, une équation du troisième degré. Celle équation 
ayant au moins une racine réelle, il en résultera au moins une 
valeur réelle pour rn , et par conséquent pour chacune des 
quantités eos X, cos î r , cos Z : ces valeurs vérifieront les 
équations (5) , et il y aura au moins urt des axes cherchés qui 
sera réel. " 

Supposons que l’on transforme lès coordonnées de manière 
à prendre cet axe pour celui des s ,des deux autres axes étant 
pris, comme on voudra, dans le ptamperpcndiculaire , et seu- 
lement de manière à faire cnlr’eux un angle droit : si après 
avoir effectué ces transformations dans l’équation proposée , on 
lui applique ensuite les équations (5) , ëllés devront se trouver t 
satisfaites en faisant cos X—o , cosT=o , cos Z, 9 = <i- Cet te 
supposition donnant B— o , B' —■ o , ,il s'ensuit que, si l’on 
effectuait cette transformation les, rectangles js , xs., des 
nouvelles coordonnées, disparaîtraient d’eux-uièmes, et l’équa- 
tion serait ramenée à celle forme , 

As' + A'r' + A "x % + iv XJ + L =i ô;' 

• ii • ■ • • 1 . 

le* coefiiciens A A' A" B' 1 F. étant tous des quantités réelles ; 
mais, lorsqu’on n’a plus qu’une équation de cette forme. 
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où B et B' sont nuis, les deux premières des équations (5) 
sont e*core satisfaites , en supposant eos Z = o; ce qui donne 
"des axes perpendiculaires à l’axe des s. La position de ces 
nouveaux axes est déterminée parja troisième de ces équations, 
qui devient ' 

2( A"— A' ) cos Y cos X H- B" ( cos* Y — cos’ X ) = o, 
ou , comme on a alors 

cos’ X + cos’ 7=i, 



’ 2 IA" — A’) 

lang X + - - p , tang X — 1 = o. 



Le dernier terme de celte équation étant négatif et égal à — l , * 
1rs deux valeurs de tang X sont réelles , et le* angles auxquels 
elles répondent sont JC et X -J- loo°. Les nouveaux axes 
des X' et des r , déterminés par 1rs équations (5), seront 
donc réels; l’axe des s, que l’on avait trou\% d’abord, et 
auquel ils sont perpendiculaires, est aussi rcel : on aura donc 
ainsi trois axes réels et rectangulaires , dont le système satis- 
fera aux équations (A) , (B) , (C) ; c’esl-a-dirc qu’en y rap- 
portant l’équation générale des surlaces du second ordre , les 
trois rectangles drs coordonnées disparaissent d’eux-mémes de 
cette équation. 

Quoique ce système de coordonnées soit en général unique 
pour chaque surface, il pourrait exister entre les coefucicn* 
de l’équation- proposée des relations telles , que quelqu’une 
des équations (5) fût satisfaite d’elle-mèine ; alors les quan- 
tités ru et n resteraient indéterminées, .el^ ii y auiait line 
infinité de systèmes pareils a ceux que nous considérons : cria 
arriverait, par exemple, sfl’on avait 



A=A'=A", B =*d , 2*' = o , B” = o; 

* 



» 
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+ ** = *>. . • * , 

Alors les trois premières équations (3) seraient satisfaites 
d’elles- mêmes , et il ne resterait qu’à remplir les conditions 
relatives à la perpendicularité des trois axes ; alors aussi , de 
quelque manière qu’on charge la direction dps coordonnées, en 
les laissant toutefois rectangulaires, comme les équations (.'>) 
le supposent , on réintroduirait jamais les rectangles des va- 
riables ; c’est ce qu’il est facile de voir directement par les 
substitutions. Le cas que nous considérons ici. est celui de la 
sphère , et la propriété dont il s’agit a son analogue dans le 
cercle, comme ou l’a vu précédemment. 

» Si l’oi) avait simplement 

A' = A", B=o, B'=z o, B" — o,* 

une des équations (S) serait satisfaite d’elle-mêmo; mais le* 
deux autres n£ pourraient pas l’etre, à moins qu’on n’eût 
• cos Z — o : il faudrait donc .'durs qu’un des trois axes , celui 
des A' par exemple , fût perpendiculaire à l’axe des a ; on aurait 
ensuite 

cos 1 Y -j- cos 1 X— 1 , 

c’est-à-dire que les angles X , Y, sont complément l’un de' 
l’autre; ce qui est une suite de la condition précédente, en 
vertu de l.iquclle l’axe dont il s’agjl est situé dan* le plan 
des .rr. Mais, pour la détermination des autres angles, il faut 
recourir immédiatement aux équations (C), qui deviennent, 
dans ce c :s , 

A cos Z cos Z’ 4* A' ( cos Y cos Y’ -)- cos X cos X 1 ) = o, 

A cos Z ces Z" + J> ( cos Y cos V" + cos X cos X" ) = o, 

A cos Z' cos Z" + A' ( cos Y cos Y" + cos X'cos X" \ = O. 

• 
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En les combinant avec les équations (R), elles donnent 

{A — A' ) cos Z cos Z’ — o, . 

{A — 4 ' ) cos Z cos o , 

{ A — A ') cos Z'cos Z''=:o; 

et, si on n’a pas A — A' , il faudra que deux des trois quan- 
tités cos Z , eos Z', cos Z", soient nullcs ; ce qui met deux dos 
nouveaux axes dans le plan des xy. Çomme leur situation dans 
ce pfan reste indéterminée , il y aura une infinité de systèmes 
de coordonnées rectangulaires qui auront tous le même axe 
des s , et qui auront la propriété de ne point introduire le rec- 
tangle des variables dans l’équation proposée; aussi verrons- 
nous, par la suite, que la surface représentée par cette équation 
est formée par la 'i^olution d’une courbe du second degré 
autour de l’axe des 3 . 

On arriverait à des résultats analogues , si , RR'R" étant 
nuis, on supposait Az=A', ou A =■ A " : ces cas se traite- 
raient comme le précédent. 

Si, dans les formules de l’article a6i , on suppose que l’on en 
fait préalablement* disparaître les rectangles des coordonnées, 
l’équation que nous avons nommée {R) ne pourra être satis- 
faite qu’autant qu’une des quantités AA' A" sera nulle. Celte 
condition, jointe à ce que l’on a déjà C , C' , C" , nuis, fait 
disparaître une des trois variables de l’équation dela«urface j 
et comme cette variable est alors absolument indéterminée , il 
s’ensuit que la surface est, comme nous l’avons annoncé . un 
cylindre droit dont lès génératrices sont perpendiculaires à la 
base , qui est une ellipse ou une hyperbole , située dans un des 
plans coordonnés. Le cas de l’hyperbole comprenant celui des 
deux ligues droites , le plan sc trouve compris parmi ces cy- 
lindres. 
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Des Surfaces du second ordre rapportées à leurs 
• axes. 

262. II résulte de cette discussion que toutes les surfaces du 
second degré qui ont un centre , sont renfermées dans l’équd- 
tion 

Mx ’ M'y' + M"x' + L — o # (1). 

Mais on peut aussi les réunir avec celles qui n’ont point de 
centre, dans une formule très-siinple. En effet, si l’on change 
dans l’équation générale la direction des coordonnées sans dé- 
placer leur origine, et en les laissant toujours rectangulaires, 
on pourra disposerdes indéterminées demandantes de cettedirec- 
lion,de manière à faire disparaître les îWl angles^.;', a; 
des nouvelles variables ; car on aura, pour cela, les mêmes 
conditions que dans les numéros çrécédens. Par cette opéra- 
tion , la proposée sera ramenée a la forme 

M= n + M'y 1 ' + M’x H + Kz 1 + K’f 4 K"x' + F=o. 

Alors, si l’on transport^l’origine des coordonnées sans tliangcr 
la direction des nouveaux axes , ce qui se fera en supposant 

e'=z"-\-a, y 1 -f- a 1 , x? — a" f 

on pourra disposer des indéterminées a a' a" de manfôre à 
faire disparaître le terme tout connu ; ce qui donnera 

Ma 5 + M'a'- M'a ' 1 ’4 Ka 4 K'a'H- K" a" 4. F= o (a). 

Il existera toujours pour a a' a" de? valeurs réelles qui 
satisferont à celte condition, excepté dans le seul cas où la 
proposée serait elle-mcmç impossible. Ainsi, en supprimant 
les accens dont noi^s n avons plus beso^, et disant , pour plus 
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zMa+K—H, *M'a'+K’=IV, ïM"a»+K"=zir\“ 

% 

toutes les surfaces du second ordre sc trouveront comprises 
dans l’équation 

Mz' + M'y' + M"x’ -J- Hxr\- IV y + FV'x = o (3), 

l’origine des coordonnées étant sur un point de la surface. 1 

L’équation ( 2 ) ne détermine qu’une des coordonnées a a 1 a 1 
de la nouvelle origine ; on peut en conséquence disposer des 
deux autres pour rendre nuis deux des coefiiciens JI IV II" ; 
mais cette réduction n’est applicable qu’à celles des variables 
dont le carré se trouve aussi dans l’équation ; car, si M , par 
exemple ,, était nul, l’indéterminée a disparaîtrait de la valeur 
de H , qui se réduirait ajors à une quantité toute connue. 

Cette circonstance nous fournit un moyen très-simple de 
reconnaître dans l’équation (3) les surfaces qui n’ont pas de 
centre ; car, ces surfaces ne pouvant se ramener à la forme de 
l'équation (i),- si on essaie de déterminer les arbitraires a a' a" 
de manière a ce que les premières puissances des trois variables 
disparaissent en même temps , quelques-unes de ces quantités 
devront devenir infinies dans le cas des surfaces dépourvues d» 
centrd : or on aurait, pour déterminer, les équations 

nMa + K= o, 2M'a' + K’ = o, îMV+Fto. 

• 

Il faudrait donc qu’une, au moirfs, des trois quantités MM' M" 
fût nulle, celle qui lui correspond parmi les quantités K K' K" 
ne l’étant pas. Ainsi, quand nous voudrons considérer dans 
l’équation (3) les surfaces dépourvues de centre , nous devrons 
supposer que cette équation a perdu quelques-uns des termes 
qui contiennent les carrés des variables ; modification analogun 
à celle qu’offre lu* parabole dans les sections coniques. 
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_204. Liquation générale étant ainsi ramenée, dans toits lei 
cas, à sa forme la plus simple, examinons plus particuliére- 
ment la nature des diverses surfaces* qu'elle représente , en coin- • 
mençant d'abord par celles qui ont un centre, et qui sont par 
conséquent comprises dans la form ulc 

M-.' + M'y' + M"x* -f L = o. 

Cette équation , étant résolue par rapport à une quelconque 
des trois variables xys , donnerait pour elle deux valeurs égales 
et de signes contraires. 11 suit de là que chacun des plans coor- 
donnés divise ces surfaces en deux portions égales et symétri- 
que . Les traces de la surface sur ces plans se nomment 
sections principales , et les axes rectangulaires qui déterminent 
ce système de coordonnées s’appellent axes principaux. 

Si nous coupons la surface par des plans parallèles aux plans 
coordonnés , ce qui revient à supposer successivement x, y, s , 

* constantes , les intersections, qui seront des/xiurbes du second 
degré rapportées à leurs axes et au centre, détermineront la 
forme et le cours de la surface. La nature de ces intersections 
dépendra évidemment des signes des coefticiens MM'M" : or, 
en supposant M positif, ce que nous ferons toujours , il peut 

t • * 

arriver qu on ait . 

A/ 7 et M 11 positifs, 

M' positif M" négatif, 

A/'négal if M" positif , 
il/', et M" négatifs. 

Les trois derniers cas donneront toujours deux coefficiens do 
• même signe , le troisième étant de signe différent : ils rentre- 
ront par conséquent les uns dans les autr<^, et conduiront aux 
mêmes résultats, en changeant convenablement les variables 
les unes dans les autres. Il suffira par conséquent de considérer 
séparément le premier cas et le dernier. 
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265. MM'M" étant positifs, si l’on fait successivement 

x = a, f = £y z—Y, 

étfy étant des constantes , les intersections de ces plans avec 
les surfaces auront pour équations 

Ms ’ + M' y’ + Af"*’+L = o, 

Mz’ + M'x- + M'p + Z = o„ 

M'y’ + M"x’ + M y’ + L = o. . 

Toutes ces intrrsections seront alors des ellipses qui aurorit 
leurs centres sur les axes des xys. Les traces de la surface 
s’obtiendront en faisant * = o , £ — o , y — o , et elles auront 
pour équations 

Ms ’ 4- M'y’ 4- Z = o> 

M z’ 4- M"x’ 4- L = o , 

M' Y’ 4- M"x’ -f- L = o. 

Si Jj est positif, toutes les intersections parallèles aux plans 
coordonnés seront imaginaires , ainsi que la surface ; si L est 
nul , clics se réduiront à un seul point , qui sçra l’origine des 
coordonnées ; enfin si Z est négatif et égal a — Z', elles seront 
réelles tant que les quantités 

— L' + M —L> 4- M'fi’, — Z' 4- My’, 

seront négatives; elles se réduiront chacune à un point, quand 
ces quantités deviendront nulles , et deviendront imaginaires, 
ainsi que la surface au-delà de cfclte limite. Ainsi , dans le cas 
que nous considérons, la surface est fermép : la nature de ses 
intersections lui a fait donner le nom d 'ellipsoïde. 

La construction de' cette surface se déduit aisément des 
considérations précédentes (fig. îoo). En effet , BC\ CD, DB, 
représentant scs trois sections principales, la section B'D\ 
faite par un plan B' PD' parallèle à celui des y s , sera une 

ftl 
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ellipse qui aura son centre au point P, et dont les axes seront 
les ordonnées PB', PD' menées par ce point aux deux sections 
principales situées dans les plans des des xy ■ Pour chaque 
point AP pris sur la droite PD', l’ordonnée M'AI de l'el- 
lipse B' Z)' sera celle de la surface. Nous n’avons représenté 
dans la ligure que la portion qui est renfermée dans l’angle 
trièdre des coordonnées positives. 

En faisant r = o et z — o, dans l’équation de cet ellip- 
soïde , la valeur de x représente l’abscisse AC des points où 
l'axe des x rencontre la surlace : on trouve ainsi 



AC — ±i/ 




Cette double valeur indique deux points d’intersection situés 
de part et d’autre , et à des distances égales de l’origine des 
coordonnées. On trouvera de même , en faisant successivement 
y — o et x = o j puis ï^oclsxto, 




AD = zi=lA 



— L 



AP 



Le double de ces valeurs forme ce qu’on appelle les axes de la 
surface : on voit qu’ils ne sont réels , que si Tj est négatif. 

^L’équation de l’ellipsoïde prend -une forme très-élégante 
lorsqu’on y introduit ces axes. Si l’on représente le premier 
par A , le second par ü, le troisième par C , on aura 




et , en tirant de ces rapports les valeurs de AINl'M", l’équa- 
tion de. la surface devient 

£*CV 4- A'CAy' + A'B'x' = ^’ZF C 1 ; 



i 
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sous celle forme , on voit aisément que les sections principales 
sont des ellipses dont les axes sont A et B , A et C , B et C- 
Prenons les plans coupans perpendiculaires au plan des xy ; 
et passant par 3 , leur équation sera 

y = “x, 

ou , en prenant pour coordonnée l’angle N AC ci le rayon AN' 
(fig. lot), que nous représenterons respectivement par^ ete, 

x — r eos <p , v ~ r sin 9. 

. j ■■ • 

Substituant ees valeurs dans l’équation de la surface , on aurl 
relie de l'intersection rapportée aux coordonnées r et 3 ,* qui 
sera » ; - • 

M 3' -f- r’ (M' sin’ <f> -f- M' cos’ ç) -f- L = o. 

Elle représente des ellipses différentes, suivant les différentes 
valeurs île tp : si M' — AJ' 1 , les axes B et C deviennent égaux, 
l’angle p disparait , et l’on a-simpleinont 

Ms* -f- MA + L = o. 

Toutes les sections faites dans la surface par des pians mettes 
par l’axe des -T, sont dune alors égales entr’elles cl auxtleux prêt- 
tnières sections principales : lu troisième devient une circonfé- 
rence. île cercle , i;L il en est de mémo de toutes les interseclioo» 
parallèles au pian des xy : la surface est donc alors formée pur 
la révolution ;de. L’ellipse 11 C ou BD autour de l'axe des s. 
On voit , par ce procédé , qu’en général pou» qu’une surface 
«oit de, révolution autour de l’axe (les 2 , il faut que X e! r 
entrent dans son équation , de manière que 2 n’y soit fonction 
que de r ou de x’ ■•+ y*. . 

La supposition de M 2= AP ou de AI — Al" donnerait des 
ellipsoïdes de révolution autour des aulris axi n. i!n:iri , y 
M — M' = M " , les trois axes A , B, C sont égaux ; l’équatioa 
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de la -surface devient 

s a + x‘ + f + = o. 

/ ' 

Elle est alors de révolution par rapport aux trois axes : on 
reconnaît aisément la sphère à cette propriété. 

Généralement, à mesure que les quantités MM'M" dimi- 
nuent , L restant le même, les axes qui leur correspondent 
augmentent, et l’ellipsoïde s’étend davantage (lig. 100). Enfin, 
si une d’elles, A/" par exemple, devient nulle, les deux autres 
restant finies et positives , l’axe A C devient infini : alors l’el- 
lipsoïde se change en un cylindre dont l’axe se confond avec 
celui des x , et dont l’équation est 

Mï 1 + M'f + L = o. 

Ea hase de ce cylindre est l’ellipse BD située dans le plan 
de zy, et la coordonnée x devient arbitraire; c’est pourquoi 
elle disparaît de l’équation de la surface. 

On voit de nouveau , par cet exemple , .qu’en général une 
équation qui ne renferme que deux des trois variables x,y, s, 
représente un cylindre lorsqu’elle est prise dans toute sa géné- 
ralité. Cest ainsi que l’équation d’un plan perpendiculaire à un 
des plans coordonnés se réduit à l’équatiou de sa trace sur ce 
plan. 

Si aux suppositions précédentes on ajoute que M = M\ 
l’ellip se BD devient une circonférence de cercle ; et l’on a alors 
le cylindre droit à base circulaire , tel qu’on le considère dans 
les élémens de géométrie. 

Enfin , si M' est nul , l’équation se réduit à 

ÎWâ* + L = o , 

•e qui donne 
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elle représente alors deux parallèles au plan des xy et situés de 
part et d’autre de ce plan , à la distance AB . 

266. Considérons maintenant le cas où M' et M" sont 

négatifs , M étant positif. Dans ce cas , l’équation de la surface 
est 

Ms' — il/y — M»x* + L = o ; 

et les intersections parallèles aux plans coordonnés ont pour 
équations 

Ms *' — M'y ' — AI" a.' -f Z = o , 

Ms' — M" X ' — M'fi' + Z = o. 

M’y' + M"x' —My'—L=zo. 

Les deux premières sont des hyperboles , les dernières sont 
des ellipses : on a alors pour les traces de la surface 

Ms' — M'y * + Z = o, Ms' — M"x' + Z = 0 , 
My -f M"x* — Z = 0. 

Les intersections parallèles aux plans des xs et desjjs sont 
toujours réelles : il n’en est pas de même des intersections 
parallèles au plan des xy ; elles ne peuvent être toujours 
réelles que lorsque Z est une quantité positive : si Z est 
négatif et égal à Z', elles seront imaginaires pour toutes les 
valeurs de y, qui rendront la quantité IJ — My' positive ; 
quand cette quantité sera nulle, elles se réduiront à un point, 
et au-dcla elles seront toujours réelles. Ainsi , dans ees deux 
cas, la surface s’étend indéiiniineut dans tous les sens; maia 
sa forme n'est pas la même. 

lorsque Z est positif ( fig. toa), les deux sections prin- 
cipales , qui sont des hyperboles , ont pour second axe l’axo 
des s: elles sont donc placées comme le représente la 'li- 
gure 102 : alors tous les plans parallèles Sx celui des xy rea- 
conirent la surface suivant des ellipses. 



» 
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En cherchant , connue dans l’article 2(15 , les intersections 
de et Itc surface pur les lignes tics xyz, on trouvera les trois 
axes , dont les deux premiers seront réels ,et letroisièine imagi- 
naire : si on les représente respectivement par A — i , 
et qu’on introduise ces valeurs dans l'équation de la surface , 
elle prend la forme suivante 

A~ B'z' — A'G'y' — B'C'x' + A'B'C * = o. 

Lorsque Lest négatif au contraire , les hyperboles résul- 
tantes des sections principales ont pour premier axe l’axe 
des s ; elles sont donc placées comme le représente lu fig. ic3 î 
alors la surface est imaginaire entre B et B 1 ; par conséquent , 
t les plans parallèles au plan des a:y ne la rencqnl rent point dans 
cet intervalle , uu-dcla duquel ils donnent constamment des 
ellipses. 

Dans ce cas , si l’on cherche les trois axes de la surface , 
relativement aux xys , on trouvera le dernier rctl , et les deux 
autres imaginaires. En les représentant respectivement par 

A i'' - -'l , B — i. et C t l’équation de la surface de- 
viendra 

.FIT:’ - A'&f — B’Cx > — A’B'C’ — O. 

On voit, niaintcnant en quoi diffèrent ces deux "surfaces que 
l’on nomme hyperboloïdes. \ 

Lorîtfi.ue M'= Ai", on a A—B' r elles deyicniient toutes 
deux de révolution autour de l’axe des r. 

Si-M" devient nul, L ne l’éDut pas, AC devient infini, 
et l'équation .te réduit a 

Ms' — M'y* + L — o. 

Elle représente alors un cylindre perpendiculaire au plan 
des sy, et dont la base ou la section par ce plan est une hyper- 
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l>olc. La situation de celte base, et par conséquent celle du 
cylindre , dépend du signe de L. 

A mesure que L positif ou négatif diminue, l'intervalle B B 1 
( 11 g- io 3 ) et l’ellipse CDD' ( fig. 102) se resserrent ; cr.lin , 
quand L est nul , les points B et B' se confondent , <;l l’ellipse 
CDD' se réduit à un point qui est l’origine même des coor- 
données. Les hyperboles données par les plans des xz et des rz 
deviennent des droites, et les hypcrboloïdcs se réduisent tous 
deux à un cône qui ressemble au cône droit des clémcns 
de géométrie, à cela près que sa base est une ellipse 
son centre est à l’origine des coordonnées : dans ce cas , on a 
l’équation . . 

M;’ — My — ar'x* = o. 

Les sections de la surface par des plans parallèles aux plans 
des xz ou des y z , soijt encore des hyperboles qui ont leur 
centre sur l’axe des y ou sur l’axe des a;. Ou pourrait donc 
concevoir encore ce cône comme ayant pour base une hyper- 
bole située dans un plan parallèle à un des deux précédons ; et 
alors il serait engendré par le mouvement d’une ligne droite 
assujettie à passer toujours par l’origine des coordonnées, et 
par des points différens de cette hyperbole. Si M" est nul , ce 
cône se réduit à deux plans passant par l'origine des coordon- 
nées , et perpendiculaires au plan des yz. 

On peut encore s’assurer que la’ surface précédente est 
conique,, en menant les plans coupans par l’axe des z : alors 
ils auront pour équation 

• • y.rrxlangifi ; 

ce qui donne 

x — 1 cos tf , y /■ sin <p. 

Ces valeurs, substituées dans l’équation des hyperbole ïJcs , 
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donneront pour l’équation de l’intersection 

Ms' — ;•* ( AP s in 1 <p + M" cos 1 <p ) -f L — a , 
qui appartient en général à l'hyperbole , mais qui , dans le ca» 
où L ~ o , représente deux lignes droites menées par l’origine ; 
ce qui est le caractère des surfaces coniques, puisqu’elles sont 
engendrées par le mouvement d’une droite assujettie à toucher 
toujours une courbe donnée, et à passer toujours par un même 
point. Ici les droites correspondantes à un même plan coupant 
font des angles égabx avec l’axe des s ; ce qui tient à ce que 
l’axe du côqe passe par le centre de l’ellipse qui lui sert do 
base, et est perpendiculaire au plan qui la contient. 

Tant que AT et M" sont différentes l’une de l’autre , les. 
droites données par l’équation 

Ms' — k* ( HP sin 1 <p -|- M" cos 1 ç ) 0 , 

font des angles différens avec l'axe des" s suivant les valeurs 
de :p : mais , lorsque AP — M 11 , on a 

Ms' — r' AP = o ; 

l’angle <p disparaît, et toutes les génératrices font des angles 
égaux avec l’axe des s : ainsi , daos ce cas , la surface devient 
un cône droit à base circulaire. 

267. Le cône que nous venons de considérer est , par rap- 
port ai® hyperboloïdes , ce que sont les asymptotes de l’hyper- 
bole par rapport a celle courbe. Eu effet , si l’on représente 
par z, 2', le* coordonnées respectives de ces deux surfaces 
pour les mêmes valeurs de x et de j, on aura- 

AP y' + AI n x x , Af'y' AP’x' — L 

' M * ‘ M ” ’• • 

çe qui donne 

, __ -r — , 

’ * “ JtfQa + V J i 

i 
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La différence entre ces ordonnées supposées de même signe 
sera positive ou négative, suivant le signe de L : par consé- 
quent , le cône sera intérieur à l’byperboloïde , si L est positif ; 
extérieur , si L est négatif. Cette différence sera d’autant plus 
petite, que les valeurs des coordonnées s'z seront plus grandes: 
ainsi le cône approchera toujours de plus en plus de chacun 
des hyperboloïdcs , sans pouvoir jamais les atteindre. 

268. Les hyperboloïdes ont encore plusieurs propriétés re- 
marquables qui les rapprochent des surfaces coniques. Si l’on 
considère les hyperboles 

Mz* — M'y' — M"*' -J- L = o , 

qui sont données par les plans coupans perpendiculaires à l’axe 
des x , on voit qu’en supposant L positif, elles auront leur 
second axe parallèle aux s , tant que 

— -fi 

• 

sera une quantité positive ; elles se réduiront à des lignes 
droites , quand cette quantité sera nulle , ce qui arrivera à 
l’extrémité de l’axe A C (lig. 102), et elles auront ensuite 
leur premier axe parallèle à celui des 3 ( fig. lo 3 ).On peut 
suivre la même marche sur les hyperboles parallèles aux plans 
des xz , et on trouvera également que le plan mené à l’extré- 
mité de l'axe AV, perpendiculairement à l’axe des y, ren- 
contre aussi la surface suivant deux lignes droites. Ceci est un 
cas particulier d’une propriété plus générale que nous déve- 
lopperons par la suite. 

26g. Reprenons maintenant l’équation générale . , 

Ms' + M'y' + M"x‘ + II’ y + H"x = 0 (2 ) 

Pour en déduire les surfaces dépourvues de centre, il faudra 
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supposer quelqu’un des trois cocfliciens jl /, AF, M", égal 
à zéro : ces coeilicieus ne peuvent cependant pas être tous 
supposés nuis à-la-fois , car alors la surface ne serait plus qu’un 
plan. Il y aura donc en tout deux cas à examiner, suivant 
qu’une seule ou deux d’entre les quantités MM' M" seront 
nulles. Nous allon^ discuter ces deux cas , en supposant que la 
ternie Mz 2 reste dans l’équation , le coefficient M étant positif. 
Il suffira de changer convenablement les variables xyz les 
unes dans les autres , pour en déduire les résultats qui auraient 
lieu , si M était égal à zéro. 

Supposons d’abord M 1 nul , M' ne l’étant point : aloYs , 
d’après ce qui a clé dit dans l’article 263 , on pourra transpor- 
ter les coordonnées parallèlement à elles-mêmes , de manière 
à rendre H cl IV nuis. L’équation sera donc rédnite à la forme 

A/*’ + A/y + H"x = o. 

\ 

Les sections parallèles aux plans des yz , des xs et des xy , 
seront 

Mg* + M'y * + B” * = o , 

Mz* + Tl" x + M'eT = o , 

A/y+ H"x -(- A/y’ = 0 . 

Les deux dernières, qui représentent des paraboles, seront 
toujours réelles , les autres seront des ellipses ou des hyper- 
boles , selon que M et M’ seront de même signe ou de signe 
contraire. Les sections principales de la surface auront pour 
équations 

Mx+My= o, Mz 2 -\-Il"x=zo, M'y 2 Il"x=io- t 

et, suivant le signe de A/', la première sc réduira à un point , 
ou représentera deux lignes droites. 

Supposons d’abord AF positif, ainsique M. Les sections 
parallèles au plan des yz ne seront réelles qu’autanl que H" 
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et a seront de signe cou I raire. La surface ne s’étendra donc 
que d’un seul côté du plan des ys ; savoir, du côté positif , 
si lf' est négatif; de l’autre, s’il est positif : cette dernière 
disposition est représentée dans la figure 104; on y reconnaît 
aisément l’ellipsoïde de la figure 100 , dont deux sections prin- 
cipales sont devenues des paraboles. 

Prenons maintenant M' négatif; l’équation de la surface 
devient 

MA — M'y ? -f II" x — o , 

et les sections principales seront 

/ ' 

MA—M'y= o, MA+ Ifx = o , M'f—If'x = O. Z 

Celles qui sont paraboliques auront leurs branches dirigées 
en sens contraire , et leur sommet à l’origine des coordonnées 
(fig. io 5 ). Eu général , les sections parallèles au plan des y* 
seront des hyperboles B B 1 B", CC'C" , qui auront leur centre 
dans l’axe des x ; mais d’un côté de ce plan , elles auront leur 
premier axe Bit parallèle aux s, et de l’autre , elles auront le 
premier axe Ce parallèle aux y. Lis directions différentes se 
réunissent dans le plan desya , où les sections hyperboliques 
se l'éduisent à deux lignes droites AL , A L' , comme le repré- 
sente la figure io 5 , où l’on a supposé II" positif. En général, 
il est aisé de voir que le signe de II" n’influe point sur la forme 
de la surface, mais seulement sur sa position par rapport aux 
plans coordonnés. II est remarquable que les hyperboles re- 
présentées parles équations 

MA — My -f- II" u — o , 

et qui sont par conséquent les projections sur le plan des yz 
des intersections parallèles à ce plan , ont pour asymptotes les 
lignes droites AL , AL', dont l’équation est 

MA— M’y — o. 



1 
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et qui sont les intersections du plan des y s avec la surface. 
Ainsi les plans menés par ces droites et j>ar l’axe des x com- 
prendront toute la surface dans les angles dièdres qu’ils forment 
de part et d’autre du plan des xy, et ils s’en approcheront sans 
cesse sans pouvoir l’atteindre. Les surfaces que nous venons de 
discuter se nomment paraboloïdes . 

Zjo. Il nous reste maintenant à examiner le cas où M’ et M" 
seraient nuis à-la-fois ; alors l’équation ( 2 ) devient 

Mz ' + Hz + IF y + H"x =0 (4). 

On peut , par le simple déplacement de l’origine , ne faire 
disparaître que le terme Hz , ce qui ramène l’équation à cette 
forme 

Mz' + H' y •+• U"x = o. 

\ 

Les traces de la surface sur les plans des y s , des xx et des xy, 
*ont 

37 s' + H' y — o , Mz* H"x = o , IF y -{- H"x = o ; 

les sections parallèles à ces jA»ns seront en général 
Mz' + H'y + IF' a =so, 

Mz' + H"x+ II'?, = 0 , 

H’y + H"x + My'= o. 

Des deux premières représentent des paraboles égales et paral- 
lèles aux sections principales qui leur correspondent : leurs 
sommets, situés dans le plan des xy, sont placés sur la ligne 
droite 

H’y -f IF’x= o , 

suivant laquelle le plan des xy rencontre la surface. On voit , de. 
plus, que les sections parallèles au plan des xy sont des lignes. 
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droites parallèles enlr’elcls , et à la trace de la surface sur ce 
même plan. Il est aisé de reconnaître à ces caractères que la sur* 
face dont il s’agit est uncylindre parabolique dont les génératrices 
sont parallèles a u plan des xy, les projections de ces génératrices 
sur ce plan faisant avec l’axe des x un angle qui a pour tangente 
IF 

trigonométrique — - • 

il 

D’après ce que nous avons dit sur la nature des surfaces 
cylindriques , il est clair que, si nous transformons les coor- 
do nnées de manière à prendre un des axes parallèles aux géné- 
ratrices , une des trois variables x , jr, z, disparaîtra d’elle- 
znèiuc. l’our cela , il faudra conserver l’axe des z , et changer 
seulement ceux des x et des y , à l’aide des formules 

X = x 1 cos «e — y' sin a , 
y — x 1 sin * -f- y 1 cos a. 

En effet , en substituant ces valeurs dans l’équation de la sur- 
face , elle devient 

(Il'cosa — //"sin«)y , -j-(//'sina-{- IF cos a)x'—o. 
La variable x disparaîtra en faisant 

H' sin « H 11 cos a = o ; 

ce qui donne 

IF 

tang*= jy— ; 

et le nouvel axe des x devient parallèle à la droite qui a pour 
équation 

. . iry+H"x = o, 

laquelle est une des génératrices de la surface. 

271. En coupant les surfaces du second degré par des plans 
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diversement inclinés , les intersections sont des courbes du 
second ordre; on peut aisément reconnaître leur nature , en 
les rapportant à des coordonnées prises dans le plan coupant 
lui-même. 

Pour cela , reprenons les formules générales 

X — mx' -f- m'y' -j- m"s ', y = nx' -j- n'y' -f- n"z r , 
s=zpx' + p'y' +p"x , 

qui servent à la transformation des coordonnées. Si l’on Aibs- 
tit ue ces valeurs dans l’équalion d’une surface, cette surface 
se trouvera rapportée aux x'y's'j et , pour trouver son inter- 
section par un plan donné, il suffira de combiner son équation 
avec celle de ce plan. Or, si les coordonnées x'y' sont prises 
dans le plan coupant lui-même , la troisième coordonnée z' 
lui sera perpendiculaire, et l’équation du plan sera z' — o. 
Ainsi , pour trouver l’équation de son intersection avec la 
surface , il suffira de faire z 1 nul dans cette dernière , après 
l’avoir transformée. 

Ou , ce qui revient au même , il suffira d’y substituer pour 
xyz les valeurs suivantes 

x — mx' -f- m'y 1 , y s= nx 1 -f- n'y' , s px' -f- p'y' , 

que l’on obtient en supposant z' nul. 

Il ne reste plus qu’à déterminer les coefliciens mm', nn', pp' , 
d’après la position des axes dans le plan coupant. Pour plus de 
simplicité, nous supposerons que les x sont comptées sur la 
ligne AX' (fig. 106 ), qui représente la trace de ce plan sur 
çelui des xj, et nous prendrons pour axe des y' une droite A Y' 
menée dans ce plan perpendiculairement à celle trace : alors, 
si nous commençons par considérer les point- situés sur 
l’axe AX' , pour lequel y' est nul , les valeurs de rj s devien- 
dront 

x ss mx!, y ss nx', x sr px'. 
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L’axe AüJ étant situé dans le plan des j-s, si l’on nomme tp 
l’angle CAA , on aura pour les points situes sur cet axe 

x xx x' cos <p } yxzx'sini p, s xx o , 

et par conséquent 

m xx co s Ç, nxxs\ntp, pxxo. 

Relativement à l’axe des y', on aura x' — o ; ce qui donne 

x xx m'y' , y xx n'y' , s = p'y'. 

Soit M un quelconque des points qui y sont situés. Si l’on 
mène MM’ , \P P’ , resperlivernent parallèles aux axes des s 
et des /. MW sera x, /"!/', — y ; AP', x , et AM , y' ; 
l’angle MAM' sera celui que fait le plan donné avec celui 
des xy : en le nommant A , on aura 

z xx y' sin fl, AM'xxy' cos fl , 

y xx — AM' cos <p = — y' cos fl cos tp , 
x xx AM 1 sin <p xx y' cos fl sin p ; 
ce qui donne * 

m xx cos A sin tp, n' xx — cos fl cos tp, p' xx sin A j 
et , en réunissant ces deux valeurs , on en tire 

x xx x' cos tp -j-y r cos fl sin tp , 
y xx x' sin tp — y' cos fl cos tp, z —y* sin fl. 

Ces formules serviront à rapporter les points d’un plan à des 
axes rectangulaires qui y seront situés. 

272. J usqti’ici nous n’avons changé que la direction des axes : 
si l’oh voulait aussi déplacer l’origine , il suffirait d’ajouter aux 
expressions précédentes les coordonnées a , b , c , de l’origine 
nouvelle (J n". 82 ). Ou aura ainsi pour xys ces valeurs 
générales . • 



\ 



■'-s. 
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x ■= a x' cos tp -| -y 1 cos 0 sin tp , 
y '£= b -f- x' sin tp — y 1 cos 0 cos tp , 
z ~ c + y 1 sin f * 

dans lesquelles a , b , c représentent les coordonnées d’un point 
quelconque pris dans le plan coupant. Ce plan se trouve aussi 
déterminé par trois conditions, de passer par ce plan , de faire 
avec le plan des xy un angle 0 , et de couper ce même plan sui- 
vant une Vigne droite qui fasse Un angle tp avec l’axe des x. 

273. En substituant ces valeurs dans l’équation générale 

Mz' -f M'y* + M"x* -f- Hz -f IF y + U"x = o , 

qui comprend toutes les surfaces du second ordre , on aura 
l’équation de l’intersection qui sera du second degré en x 1 y 1 , 
et on pourra déterminer sa nature d’après les méthodes que 
nous avons données. 

On pourra même disposer des indéterminées , d’où dépend 
la position du plan coupant , pour obtenir les diverses intersec- 
tions qui seront compatibles avec la nature de la surface : si, 
par exemple , on demande que l’intersection soit une circon- 
férence de cercle , il suffira, pour cela , que les coefficiens de 
y ,% et y* soient égaux et de même signe , celui des x'y 1 étant 
nul ; et l’on verra aisément que scs conditions donuent les deux 
équations suivantes 

J/sin’f-J-AFcos’tcos’ÿ-f-Af^cos’tsin'p — JlFsin’ip — d4 7, cos’<p=o (2), 
sin tp cos tp cos 0 = o (3), 

qui doivent servir à déterminer les angles 0 bt tp. 

, La seconde est satisfaite en supposant cos 0=0; ce qui 
donne sin 0 = 1 : celle valeur, substituée dans la première, 
donne 

M — 3F sin’ tp — M" cos’ tp == o ; 
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d’où l'on lire 




Alors le plan coupant est perpendiculaire au plan des x y : cett* 
valeur de tang <p n’est réelle qu’autant que la quantité 

M"—M 
M— M' 

est positive. Ainsi , dans ce cas seulement , la supposition 
cos 4 = o est admissible : cela n’a pas lieu , par exemple , q uand 
M'.= M*'. Alors , en effet , la surface est de révolution autour 
d’un axe parallèle à l’axe des s , comme on peut aisément le 
voir en transportant les coordonnées x et y parallèlement à 
elles-mêmes , et il devient impossible de la couper suivant un 
cercle par un plan parallèle à cet axe , à moins qu’on n’ait aussi 
M = M 1 = M 11 ; ce qui est le cas de la sphère. 

L’équation ( 3 ) est encore satisfaite , en faisant 

sin ip — o ou cos <p = o. 

La première supposition donne le plan coupant perpendiculaire 
au plan des y s ; la seconde le rend perpendiculaire à celui 
des xz. Dans le premier cas , l’on aura 




dans le second , 




Chacune de ces valeurs de 4 ne sera admissible qu’au! an t qua 
les quantités qui s’y trouvent affectées du signe radical seront 
positives. Or, il est aisé de voir qu’en prenant M positif, c« 

sa 
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qui est toujours permis , les trois quantités 

M" —M AP — M" HP' — AP 

Al— AP ’ M" — AÏ ’ AP — M ’ 

ne peuvent pas être négatives en mêmetemps,d’oùil suit qu’un» 
au moins des suppositions précédentes sera possible: or, chacune 
d’elles donne deux valeurs de tang < ou de tang (p, et par consé- 
quent il en résulte , dans chaque cas , deux positions du plan 
coupant qui donnent des circonférences du cercle. 

Il suit de là, i°. qu’en général, par chaque point d’une sur- 
face du second degré on peut toujours faire passer deux plans 
qui la coupent suivant une circonférence de cercle. 

2°. Lorsque l’on fait disparaître de l’équation ds la surface 
les rectangles des coordonnées, les plans coupans qui donnent 
des cercles sont perpendiculaires à l’un des plans coordonnés. 

3 n . Comme les conditions précédentes no déterminent que 
les angles t et ç , et non pas les coordonnées a, b , c , il existe 
pour chaque surface une infinité de plans qui donnent des 
cercles , et ils sont tous parallèles entr'eux. Quant aux indéter- 
minées a, b, c , on peut en disposer pour que l’origine d es*'/', 
se trouve au centre même du cercle suivant lequel la surface 
est coupée : celte condition, qui rend les coefHcicns de x 1 et 
de y nuis , donne , entre a , b , c , deux équations linéaires ; 
d’où il suit que , pour- chaque surface , les centras de tous ce» 
Cercles sont situés sur une meme ligne droite. 

a et b étant supposés déterminés par ces deux équations , 
v reste encore arbitraire ; mais , pour que les cercles dont il 
i'agil soient réels , il faut que le dernier terme de l’équation 
transformée en x' 1 et y n soit de signe contraire aux deux 
autres. Cette condition , qui limite les valeurs de c , pourra 
toujours être remplie pour chaque surface , excepté dans les 
points où elle ne s’étend pas. Il suit de là que toute surface du 
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Second degré peut être engendrée par le mouvement d’un 
cercle toujours parallèle à lui-même , et variable de rayon. 

En appliquant ces résultats au cône elliptique , on pourra 
le couper suivant un» circonférence de cercle; ce qui donnera 1» 
cône oblique que l’on considère relativement à son volume dans 
lesElémens de Géométrie, et dont nous aurions pu, quoique 
avec moins de simplicité , déduire toutes les courbes du second 
ordre. Une des sections circulaires étant regardée comme base 
de «ette surface , l’autre se nomme section souscontraire. Il 
est aisé de voir , par ce qui précède , que , si le eôn« est droit t 
la section souscontraire se confond avec la base. 

On trouverait de même quelles sont les surfaces du second 
degré qui peuvent être coupées suivant des lignes droites , et le» 
élèves pourront s’exercer à cette recherche. 

Des Plans tangens aux Surfaces du second 
ordre. 



174. Par un point quelconque pris sur une surface courbe, 
on peut mener une infinité de droites qui ne la rencontrent 
qu’en ce point. L’ensemble de ces droites forme, comme on le 
verra lout-à-l’heure, une surface plane que l’on nomme plan 
tangent, et qui est, par rapport aux surfaces, ce que sont les 
tangentes par rapport aux lignes. 

Cherchons l’équation du plan tangent relativement aux sur-, 
faces du second ordre : pouç cela, reprenons celle de ces sur*» 
faces , qui est 

As + A'f + A”x' + Cs + C’y + C"x + 1 - o ( 1 ). 

En supposant qu’on ait fait disparaître les rectangles des coor- 
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données : soient x 11 y" z" les coordonnées du pointde tangence, 
on aura 

Az +A'y"'+A"x" , +Cz"+C'y"+ C"x"+L = o (a). 

Les équations d’une droite menée par ce point , suivant un» 
direction' quelconque, seront 

x — x" i== a (z — z"'), y — y" zx l> (s — *'') 

a et b représentant les tangentes trigonométriques des angles 
que ses projections forment avec l’axe des s . Dans les points où 
cette droite rencontre la surface , ses équations subsistent en 
même-temps que les deux précédentes. Or, en retranchant 
ces dernières l’une de l’autre , on a 

A[x+x'%Z-z")+A’(y+y") {y-y<')+A'\x+x<') (*-*") 
+ C(s — *") + C (y— y") + C" {x-x") = 0 . 

Mettant pourjf — y" elx-r- x" leurs valeurs données par 
l’équation de la droite , on aura , relativement aux points d’in- 
tersection , 

\\A(z+z'l)+Alb( r +y")+A"a(x+x‘l)+C+Clb+C»a} (z-z")= o. 

Celte équation est satisfaite , quand z = z" ; ce qui donne 
j — y" et x = x" , parce que le point dont les coordonnées 

«ont x" y” z" est sur la droite. Supprimant le facteur, il vient 

. / 

'sî{z+z")+A'fi{y+y")+A"a{x+ x ")+C+C l b+C"aï=o. 

Cette équation appartient au second point dans lequel la droite , 
considérée comme sécante , rencontre la surface. Si elle est 
tangente , ce second point doit se confondre avec le premier , 
et ses coordonnées doivent être les mêmes. L’équation précé- 
dente doit donc alors être satisfaite , quand on fait 

x = A', y— y", *-=zz"-, 

r ' 
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ee qui donne ’ ' 

2 As" + 2 A'by" + 2 A"ax<> + C+C’b+C’a = o (4). 

C’est la condition nécessaire pour qu’une droite soit tangente 
à une surface du second ordre. Comme elle ne suffit pas pour 
déterminer les deux quantités a et b , une d’entre elles reste 
arbitraire , et il existe pour chaque point une infinité de droites 
qui jouissent de cette propriété. 

Si on élimine a et b au moyen de leurs valeurs prises dons 
les équations de la droite, le résultat exprimera toujours une 
propriété commune aux droites qui touchent la surface dans le 
point donné ; mais il ne renfermera rien qui soit particulier à 
aucune d’elles , il appartiendra par conséquent à la surface 
qu’elles forment, laquelle aura pour équation 

(2 Az ’ 1 + C) ( x — *" ) + ( 2 AY'+ C)(y—y") 

+ (2 A"x" + C" ) ( * — x”) = o. 

Celte équation étant linéaire en x , y , s , le lieu de toutes les 
tangentes est un plan qui est lui-même. tangent à la surface 
proposée. 

En développant cette expression , et faisant usage de l’équa- 
tion (2), on peut la mettre sous la forme la plus simple 

(iAs" + C)x + (2 A'y” -f- C' ) y + ( 2 A"x" + C"-) x, 
+ Ce"+ Cÿ'+C'x" + z L=o ( 5 ). 

Pour les surfaces qui ont un centre, C,C' et C" sont nuis, 
lorsque l’origine des coordonnées est placée à ce point, l’équa- 
tion du plan tangent devient alors 

Azs" + A'yy" + A»xx" + L = o. . 

275. Une droite menée par le point de tangence , perpendi- 
eulairement au point tangent , se nomme une normale. D’aprè* 
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la première condition , scs équations seront de la forme 

x — x" =*: a! ( s — z 11 ) -, y — y 1 ' = b', (z — z" ). 

Pour que la seconde soit remplie , il faut (n°. 64) qu’on ait 

A"X " — a'Az", A'y" = VA z» ; 

çe qui détermine a! et V. Il ne reste plus qu’à substituer céa 
valeurs dans les équations de la normale. Si la surface proposé® 
est de révolution par rapport à un des axes, par exemple , 

x" 

celui desjy, on a A=A^ ; et la valeur de a qui devient — — , 
donne 

xz " — zx"=zo > 

pour la projection de la normale sur le plan des xz : cette pro- 
jection passant par l’origine des coordonnées , il s’ensuit que la 
normale rencontre l’axe doa_y. Cette propriété est générale ; et, 
lorsqu’une surface est de révolution autour d’un axe, toute» 
scs normales rencontrent cet axe. 

276. En mettant dans l’équation du plan langent, pour 
x" y" z" les coordonnées du point de tangence, il sera facile 
ensuite de construire ce plan. On peut aisément faire l’applica- 
tion de ces résultats aux diverses surfaces du second ordre que 
nous avons discutées, et l’ou en verra naître plusieurs pro- 
priétés remarquables. Prenons pour exemple l’hyperboloïdo 
que nous avons discuté dans l’article 367. L’équation de cett% 
surface est 

AS — A'f - + Z = o; 

•elle du plan tangent sera 

A: s" — A[yy" — A"xx" -f- Z = o , 

» N 

*t l’on aura pour le point de tangence 

AS" — Ay'—A'x"’ + Z =0, 
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Pour trouver les points commons au plan tangent et h la sur- 
face, il faut combiner les trois équations précédentes de manière 
à en éliminer x, y ou s ; car , dans ces points , elles subsistent 
en mémo-temps. Or , si on retranche le double de la seconde 
de la somme des deux autres , on trouve 

A [s — *" )* — A' [y — • r" )* — A" [x — *")’ = o [A). 
La troisième , retranchée de la seconde , donne 
Az"(z — x") — A'y" (y — y ") — A"x" G* — x" ) = o -, 
d’où l’on tiw 

, , , m ,_ U'y" (y -y" ) -J"*? (* - ) } 1 

^{Z — Z ) — -j-îjï 

Substituant cette valeur dans l’équation {A), il vient 

{ A'y" [y-y") — A"x» [x — x" )} 1 — A A' J" [y— y" )* 

. —AA"z"'(x—x"yz=o. 

Ce résultat , qui ne contient que x et y, appartient aux points 
communs au plan tangent et à la surface ; c’est l’équation de 
leur projection sur le plan des xy. Elle est toujours satisfaite , 
quand x — x*', et y = y /l • mais elle est, de plus, décom po- 
table en facteurs du premier degré ; car, si l’on fait 

y— y" — a[x — x"), 

les variables x et y disparaissent, et l’on a pour déterminer a 
l’équation du second degré 

[A'ay" — A' A' y — AA'a’z"' — ÂA"z»* z= o ; . 

ce qui donne pour chaque point de la surface deux valeurs de a. 
Lorsqu’elles seront réelles, les points commu ns au plan tangea 
et à l’hyperboloïde auront pour projectioa deux lignes droite» 
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•ur le plan des xy\ et , comme ils sont d’ailleurs situés sur ce 
plan , ils formeront aussi deux droites dans l’espace. Leurs 
projections sur les autres pians coordonnés s’obtiendront ea 
éliminant j ou x de l’équation du plan tangent , au moyen de 
celle de la projection déjà trouvée ; ce qui revient à combiner 
ensemble les équations 

Az u (2 — s' 1 ') — A’y ' 1 [y — y" ) — A"x" ( x — x 1 . 1 ) =» o, 
y— y" = a(x— *"). 

Il s’agit maintenant de savoir si les valeurs de a seront tou- 
jours réelles. Or , en développant l’équation qui détermine cette 
quantité , elle devient 

A'(Az"'~-A'y" , )a'+2.A'A"y"x"a+A"(A"'-A"x"')=o i 

ou , en faisant usage de la relation qui existe entre les coor- 
données du point de tangence a 

A'{A"x" % — jL)a* — 2 A'A"y"x"a +A" ( A'y " 2 — L) = o. 

La quantité affectée du signe radical, dans la valeur de a , 
sera 

— A' A" ( A'y"' — L ) ( A"x "* — L) +A''A" , y"'x" t ; 
eu , en développant, 

A’A"L{A'x n ' + A"y ,n — L ) 
qui sc réduit enfin à 

AA'A"Ls" % . 

Les trois quantités A A' A" étant positives, a ne peut étro 
réelle qu’nutaot que L sera aussi positive : par conséquent , 
l’hypcrboloïde a une nappe dont l’équation est 

A s’ — A'y * - A"x * + L = o , 

AA 1 A 11 et L étant positives, est touché par ses plans tangens 
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suivant deux lignes droites; et il est le seul hyperboloïde du 
second ordre qui jouisse de cette propriété. Cette propriété 
n’infirme pas la définition du plan tangent donnéedans l’art. 274; 
car il existe encore, pour chaque point de tangence, une infi- 
nité d’autres lignas droites qui n’ont que ce point de commun 
avec la surface. 

377. Les formules précédentes peuvent encore être employées 
pour mener un plan tangent aux surfaces du second ordre par 
urt point extérieur dont les coordonnées seraient connues. En 
effet , en les supposant représentées par x' , y' , 1' , elles doivent 
satisfaire à l’équation du plan tangent ; ce qui donne 

(2 As"+ C ) s' + ( 3 A'y"-\- c ) y> + ( 2 A"x" + C" ) x' 
+ Cx" + Cy" + C"x" + ’-i = o (1). 

On aurait de plus , le point de tangenoe étant sur la surface , 

Az"'+A l r" , +A"æ" , +Cs"+Cy+C x"+L = O (2). 

En regardant x",y" et z" comme inconnues, ces deux équa- 
tions ne suftiraient pas pour les déterminer : on peut donc , 
par un même point extérieur , mener une infinité de plans 
tangens à la surface. Si l’on élimine x" ou y" entre ces deux 
équations , elles donneront les projections de la courbe qui est 
le lieu de tous les points de tangence de ces plans : cetto courbe 
est celle suivant laquelle la surface serait touchée par une 
surface conique qui aurait son centre au point donné , et qui 
serait engendrée par une ligne droite assujettie à passer tou- 
jours par ce point et à toucher la surface. 

L’équation (1) étant linéaire en x",y n t sP , sa combinai- 
son avec l’équation (2) donnera entre ar" et s", y" et z", des 
équations du second degré ; d’où il suit que la courbe de tan- 
gence sera une section conique; et , par conséquent , les surfaces 
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conique* , tangentes à des surfaces du second ordre , sont clles- 
rm'ines du second ordre. 

La position du plan tangent serait déterminée, si Ton con- 
naissait un second point par lequel il dût passer ; car, en dési- 
gnant par z 1 ", ses coordonnées, on aurait 

(2 As" + C) + (2 A’ y" + C)y"' + (2 A»x" + C") x"> 
+ Cz" + C'y " + C"x" + î.L = o ( 3 ). 

Les équations (1), (2), ( 3 ), suffiront pour déterminer les coor- 
données x",y",t", du point de tangence en fonction de 

On arriverait à un résultat semblable , en assujettisant le 
plan tangent à passer par une droite donnée. En effet , soient 
x' y' z 1 les coordonnées d’un point de cette droite , son équation 
sera de la forme 

x — x' = a(z — s'), y—y' = ô(s — z'), 

a et b étant connus, puisque la position de la droite est sup- 
posée donnée : or , x' y' z' devant satisfaire à l’équation du 
plan tangent , on aura d’abord 

( 2 AJ' + C)s'- f- ( 2 A' y" + C ) y' + (2 A" x" + C" ) xf 
-f Cz" + Cy" + C"x" + si = o. 

Cette condition ayant lieu , il suffit , pour que la droite soit 
dans le plan , qu’elle lui devienne parallèle ; ce qui donne 
K 63 ), 

As" -f- A'by" -J- A'Jax" — o. 

On aura de plus 

As"' + A' y"' + A"x"' -f Cz" + Cy" + C"x" + L = o, 

puisque le point de tangence est sur la surface. Ces trois 
équations détermineront les valeurs de x" y" s" ; et , comme 
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«lies sont du second degré , il s’ensuit que Von peut, en général, 
par une droite donnée , mener deux plans langens à une surface 
du second degré quelconque. 

Des Surfaces du second degré rapportées à leurs 
plans diamètres. 

278. On peut rapporter les surfaces du second degré à des 
coordonnées obliques, ainsi que nous l’avons fait pour les lignes 
du même ordre. Si dans Féqualion générale 

As' + A y* + A"x ' + Bys -f B'xs + B"xy 
+ Cz + C'y + C"x + L = o , 

oû les coordonnées sont rectangulaires, on substitue pour xys 
les valeurs 

x = x' cos X +y cos X' -)- s 1 cos X" 
y — x' cos Y 4 - y' cos Y' -f- 2' cos Y" 
z =z x 1 cos Z -f- y 1 cos Z' -f- s' cos Z 1 ', 

dans lesquelles x' y' 3' soient les coordonnées relatives à de 
nouveaux axes qui font enlr’eux un angle quelconque et sont 
assujettis aux seules équations 

cos’ X 4- Y 4- c° 9 ’ Z — 1 
cos* X' + eus’ Y' -f- cos’ Z' = I ( A ) 

. cos’ X" 4 * C63’ Y" 4 “ 0883 SS" —l, 

- I 

en aura la transformée 

MsP + M'y 1 * + M"x" 4- Ny'z' + N’x'x' 4- N"x'y> 

4- /V 4- Py + P"x' + Lz=o. 

On pourra toujours disposer des indéterminées, d’où dépend 
la position des nouveaux axes pour rendre N, N' et N" nuis 
«t cette condition pourra même être remplie d’une infinité d« 
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manière* ; car on a vu , dans le n°. 262 , qu’cn joignant aux 
trois équations ( A ) et aux suivantes 

N — o , N' = o , N" = o , 

. les trois équations (B) qui ont lieu quand les axes sont rectan- 
gulaires, leur système suffit pour déterminer en quantités 
réelles les valeurs des neuf inconnues d’où dépend la position 
des axes : ces équations ne suffiront donc plus pour cet objet , 
quand on en ôtera les trois équations (B). Ainsi non-seulement 
on pourra trouver dis coordonnées obliques par rapport aux- 
quelles les surfaces du second ordre auront des équations de 
même forme que par rapport à leurs axes rectangulaires ; mais 
il y a une infinité de systèmes qui jouiront de cette propriété, et 
dont les plans sont , relativement à ces surfaces , ce que sont les 
diamètres dans les courbes du même ordre. 

279. Nous n’entrerons pas dans un plus grand détail relati- 
vement aux surfaces du second ordre. On pourrait , à l’aide des 
formules précédentes , et des méthodes données dans les.préli- 
minaires, découvrir un grand nombre de propriétés particu- 
lières à ces surfaces. Il serd très-utile à ceux qui auront lu cet 

y • 

ouvrage, d’effectuer ces applications qui n’offrent rien de diffi- 
cile , et qui auront l'avantage de les familiariser avec l’emploi 
de l’analyse; mais un pareil détail deviendrait ici superflu. La 
géométrie analytique repose , comme la synthétique , sur un 
petit nombre de préliminaires relatifs au point, à la ligne droite 
et au plan. Ces élémens, lorsqu’on les possède bien, suffisent 
pour mettre en équation tous les problèmes que la Géométrie 
présente , sans qu’il soit besoin pour cela de recourir à aucune 
construction particulière. Il ne reste plus ensuite , pour les 
résoudre, qu’à surmonter les difficultés de l’analyse-, et celles-ci 
peuvent être souvent diminuées , ou du moins éludées par un 
choixheureux d’inconnues : c’est un art qui ne peut s'apprendre 
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que dans les écrits des grands géomètres , et sur - tout dans 
l 'Arithmétique universelle de Newton , qui en offre les plus 
beaux exemples. / 

Précis des Formules trigonométriques les plus 
usuelles. 



Lorsqu’on fait quelqu’application de la géométrie analytique, 
on a souvent besoin d’employer les formules analytiques de la 
trigonométrie; mdis ces formules sont si variées, qu’il est 
difficile de les avoir toujours présentes à la mémoire ; c'est 
pourquoi j’ai placé ici un précis de celles qui sont les plus 
usuelles, afin qu’on les trouve ainsi rassemblées au moment 
où l’on en aura besoin. Quant a leur démonstration, ainsi qu’à 
l’exposition des principes sur lesquels elles reposent ,on devra 
les chercher dans les excellons traités de trigonométrie que 
nous possédons. . 

On doit se rappeler d’abord que toutes les lignes trigononié- 
triques peuvent s’exprimer rationnellement en fonction du 
sinus et du cosinus de l’arc auquel elles appartiennent; ce 
qui détermine à-la-fois leurs valeurs et le signe qu’on doit 
leur attribuer. Soit a l’are , R le rayon de la circonférence à 
laquelle il appartient , on a toujours 



tanga = R 



sin a 



cos a 

colang u = R — 

sin a 



sec a — 



R' 
cos a 



cosec a = 



R * 
sin u 



Cela posé, toutes les formules trigonométriques dérivent des 
quatre suivantes , qui expriment les sinus et cosinus de la 
somme OU de la diifcrence de deux arcs, en fonction des sinus et 
des cosinus de cçs arcs. Soient a et b les arcs donnés , supposons 



\ 
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que le rayon du cercle soit pris pour unité , on aura, 

(l) sin (a 4- b) = sin a cos b -+• sîn b cos a; 

cos ( n b ) = cos a cos b — sin a sin b ; 
sin (a — 6 ) = sin a cos b — sin b cosa ; 
cos (a — b ) = cos a cos b sin b sin a ; 



divisant ces équations membre à membre, on en tir» 

sin a cos b 4- sin b cos a 

tang (n -f b) — — . . r -i 

cos a cos b — sin n sin b 



tang ( a — b') = 



sin a cos b — sin b cos a 
cos a cos b -f- sin b sin a 



Divisant les deux termes des seconds membres par cos a cos b, 
et substituant tang a et tang b aux rapports 



•n aura 



sin a sin b 

cos a ’ cos b' 



tang (a + b) : 
tang (a — b ) 



tang a tang b 
l — tang a tang b * 
tang n — (ang b 
1 -J- tang a tang b 



expressions qui donnent la tangente de la somme et de la diffé- 
rence de deux arcs en fonction des tangentes de ces arcs. 

Si l’on fait a = b dans les formules précédentes , elles 
donnent 



sin 2 a = a sin a cos a, co $2 a — cos’ a — sin’ a, 



2 tang n • 
tang 2 a = — , 

« i — tang a 

expressions qui donnent le sinus, le cosinus , et la tangente du 



s 
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l’arc double en fonction des sinus cosinus , et tangente de l’arc 
simple. 

Revenant aux équations (1) , si on les ajoute membre à 
membre , on aura 

sin (a-j- b ) -f-sin (a — b) =: a sin a cos b ; 
cos (« + * ) -f- cos ( a — b) =1 cos a cos b ; 
sin ( a -f- b ) — sin ( o — b ) = 2 sin b cos a ; 
cos (a — 6) — cos( a + b )= 2 sin a sin b , » 

Soit * v 

a b — u a — b~v, 

•e qui donne 

a = i(u-fe) b = \(u— p) 

les formules précédentes deviennent 

sin h sin = 2 sin ) cos ^ (»/ — *> ) 

(t) sin « — sin t> = 2 sin J- ( u — v ) cos j ( u -f- ) 

cos « -f- cos v = 2 cos i ( u -f- v ) eos ( « — v ) 
cos — cos M=2sini(tt-4'*')»in-t(«— 1>) 

expressions qui servent à transformer une somme ou une dif- 
férence de sinus et de cosinus, en un produit, et à réunir ainsi 
deux termes en un seul. 

Si l’on divise les deux premières formules membre à membre, 
«lies donnent 

sinu-f-siup tang{(« 4 -p) 
sin u — sin v taug j ( u — p) 

relation remarquable par sa symétrie. 

Si l’on multiplie ces équations membre à membre, en 
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observant que 2 siu y cos y = sin 2 y , on en tire 

sin’ u — sin 1 v — sin ( u 4- v ) cos ( u 4- v ) 

cos’ v — cos’ u = sin ( « 4 ~ *” ) cos ( u ■+• v ) 

qui sont aussi (l’un fréquent usage. 

Nous avons trouvé tout-à-l’heure 
sin Sû = 2 sin a cos a cos 2 a — cos’ a — sin’ a 

l.a seconde de ces équations peut se nieltro sous les deux 

formes suivantes : 

cos 2 n = 1 — Ssin’a; cos 2 a~ 2 cos’ a — I 
d’où l’on lire 



I — cos 2 a 



co s a : 



1 + cos 1 a 



On se sert de ces expressions pour substituer aux carrés d’un 
sinus ou d’un cosinus la première puissance du cosinus de l’arc 
double. 

Soit 2 a = u , d’où a = i u , ces formules deviennent 



ços’ ~u — 



I + cos u 



«t divisées membre à membre, elles donnent 

»i 

I 1 C08 U 

tang - u — — ; 

x 4 " cos u 

ou si l’on veut tirer la valeur de cos u 

1 — tang’ u 

cos u = — . ■ • 

1 + tang ju 

Ces formules sont aussi d’une application fréquente. 
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De même que nous avons trouvé ]e sinus elle cosinus do 
l’arc double , on trouvera le sinus et le cosinus de l’arc triple. 
Il suflit de faire dans les formules (i)i= 2 a, elles donnent 
alors 

sin 3 a= sin a cos 2 a -f- sin 2 a cos a 
cos 3 a = cos a cos 2 a — sin a sin 2 a , 

substituant pour sin 2 a et cos 2 a leurs valeurs , elles de- 
viennent 

• ' f * * . [ •* 

sin 3 a = 3 sin a cos* a — sin 5 a 

cos 3 a — — . 3 cos a sin* a -J- cos 5 a 
et elles peuvent se mettre sous la forme 

sin 3a= cos 3 a { 3 tang a — tang 5 a\ 
cos 3 a= cos 1 a { î — 3 tang* a J- 



Ln général n étant un nombre entier quelconque , on a 1 



i=cos a |i 



n.n-i.n - 2 n.n-i.n-T.n-3.n-l 

n tanga — ^ — tang 3 a+ — tang 



i .2.3. 



1 . 2 . 3. 4 . 5. 



ang 5 a..etc.^ 



cos 11 a. 






Ces formules donnent le sinus et le cosinus d’un arc multiple 
quelconque en fonction dû sinus et du cosinus de l’arc simple. 
Les coefliciens des différent termes sont ceux de la n‘ puis- 
sance du binôme. C’est pourquoi on peut rassembler ces séries 
sous la forme suivante : 



‘ COiWa ~ -^-|cosa+K~sina|’-f~ |cosa-^~xsina\* 



a3 
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on pourra substituer à leur place les expressions équivalente* 
cos mx -f- 1/ — 1 . sin mx , dans lesquelles le nombre î « 
aura successivement i>our valeur n ; n — 2 ; n — 4. . . Alors 
les coefficiens imaginaires disparaîtront d’eux-mêmeS par la 

n n 

division , et les valeurs de sin -x et de cos x se trouveront 
exprimées •inéai renient en ionction des sinus et cosinus d’un 
certain nombre d’arcs multiples. 

Les expressions que nous venons de rapporter suffisent pour 
exécuter toutes les transformations qui peuvent être lé plus 
ordinairement nécessaires dan* les calculs analytiques. Si l’on 
voulait avoir de plus grands détails sur celte branche impor- 
tante de l’analyse , il faudrait consulter l’ouvrage d’Euler 
intitulé lulroductio in AnalysU infini torum. 

\ \ : _ 
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Conditions algébriques qui expriment qu'un point est situé en 
dedans ou en dehors de l’ellipse. . is3 

Relation qui existe entre les angles formes par le premier axe et 
les cordes supplémentaires menées de ses extrémités à un même 
ppint de l’ellipse. Les lignes menées des extrémités du grand axe 
à un même point de l’ellipse comprennent un angle obtus. i?4 
Des foyers de l’ellipse : moyen de les déterminer. La somme des - 
distances des foyers à un même point de la courbe est constante 
et égale au grat\d axe. , n5 

La propriété précédente donne un second moyen de décrire l’el- 
lipse. v • 1 126 

Equation de la tangente à l’ellipse, lorsque le point de tangence 
est donne. Celte droite n’a qu’un seul point commun avec la 
courbe. 137 — ia8 

Moyen très-simple pour construireHine tangente en un point donné 
sur l’ellipse , par la pro tri- té des cordes supplémentaires. 129— i3o 
Ce que l’on entend par diamètres conjugués. L’angle qu’ils coui- 
^ prennent dans l’ellipse est égal à celui des cordes supplémen- 
taires menées par les extrémités du grand axe parallèlement à 



T ces diamètres. i3i— » i32 

Expression de la soutangenle. 1 33 

Equation de la tangente assujettie à passer par un point pris hors 
de la courbe. x 34 

Equaiio* de la normale. Expression de la sounormale. i35 



Rapport entre les directions de la tangente, de la normale , et 
celles des lignes menéjp de deux foyers aux points de tangence. i36 
Construction de la tangente d’après cette propriété * lorsque le 
point donné est sur la courbe , ou en dehors. i3j 

JDe V Ellipse rapportée à ses diamètres conjugués. 

Transformation de l’équation de l’ellipse rapportée à scs axes et 
au centre. Forme de l’équation de cette courbe rapportée à des, 
diamètres conjugués. Il y a une infinité de systèmes de coor- 
données pour lesquels l’équation conserve cette forme. Ces sys- 
tèmes ne sent pas rectangulaires. i38 — 14» 
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Dans l’ellipse, le parallélogramme construit sur deux dîa mitre» 
conjugués quelconques est équivalent au rectangle construit sur 
les axes. La somme des carres de deux diamètres conjugués est 
égale à la somme des carrés des axes. i/Ji — *4^ 

Hlanière très-simple de construire deux djamélres conjugués qui 
comprennent un angle donné. itfi 

Construction des diamètres conjugués égaux. x 44 

L'angle obtus formé par ces diamètres est le plus grand de tons 
ceux qui sont formés par deux diamètres conjugués. i4^> 

Les carrés des ordonnées parallèles à" un diamètre sont propor- 
tionnels aux produits des segmens qu’elles forment sur son con- 
jugué. ï4<> 

Moyen de décrire nne ellipse [quand on connaît deux de ses dia- 
mètres conjugués , et l’angle qu’ils comprennent. ity] 

Condition qui exprime que deux droites menées des extrémités 
d’un diamètre conjugué se coupent sur l’ellipse. i4$ 

Equation de lâ tangente à l’ellipse. Les coordonnées étant obli- 
ques et parallèles & des diamètres coujugués , cette équation est 
de même forme que lorsque la courbe est rapportée à ses axes. «49 
Méthode très-simple pour mettre nne tangente & une ellipse lorsque 
l’on connaît son centre. . t5o — 1 S 1 

Manii’re de construire avec les mêmes données deux diamètres 
conjugués qui comprennent un angle donné. Si cet angle est 
droit , ces diamètres sont les axes. i5a — 153 

Marche qu'il faut suivre pour revenir de l’équation aux dia- 
mètres conjugués & l'équation aux axes. i5 \ 

Sur V Equation polaire de l’Ellipse , et la Mesure de sa 
surface. 

• 

Trouver une conrbe telle que la somme des distances de chacun 
de scs points à deux points donnés soit constante et égale à une 
ligne donnée. Cette conrbe est une ellipse. 1 55 

Equation de l'ellipse en coordonnées polaires. Discussion com- 
plète de celte équation. i56— «5^ 

Recherche de la surface de l'ellipse. t58 
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DE LA PARABOLE. 
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Equation de cette courbe , et détermination des circonstances 
générales de son cours. 1S9 — 160 

Caractère analytique des ppinls situés au-dehors ou au-dedansde 
cette courbe. 

Manière de construire la parabole , d’après son équation. 

La parabole est nnc ellipse dont le grand axe est inGm : ou , ce 
qui revient au même , elle est la limite de toutes les ellipses dans 
lesquelles la distance du foyer au sommet est là même. 

De la directrice ; sa position. Moyen de décrire une parabole 
dont )• paramètre est connu. Autre moyen de décrire une por- 
tion de parabole d’un mouvement continu. Du paramètre. 164 — 166 
Equation de la tangente menée ù la parabole par un point donné 
snr la courbe. 167 

Par ttn point pris hors de la parabole, on peut mener deux tan- 
gentes à cette courbe. • 168 

La soutangente y est double de l’abscisse. ' 169 — 171 

Equation de la normale à la parabole. La sounormale est cons- 
tante et égale à la moitié du paramètre. 

Dans la parabole, l'angle formé par la tangente avec une droite 
menée du foyer au point de tangence, est égal à l'angle de la 
tangente avec l’axe. 

-Moyen qui en résulte pour mener une tangente Si la parabole par 
un point pris sur cette courbe , ou au-dehors. 173 



170 
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Ue la Parabole rapportée à ses diamètres. 

Recherche des systèmes de coordonnées obliques relativement 
auxquels l’équation de la parabole conserve la même forme que 
quand elle est rapportée à son axe. Tous les diamètres de la 
parabole sont parallèles à l’axe. 17^ 

Dans la parabole , le paramètre d’un diamètre quelconque est qua- 
druple de la distance du foyer à l'origine de ce diamètre. 175 . — 176 
Manière de construire une parabole dont on connaît le paramètre 
par rapport à an diamètre , l’inclinaison des ordonnées étant 
aussi connue. ‘ " * *’ ' 177 
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Equation de la tangente à la parabole rapportée a ses diamètre?. 

Elle est de même forme que pour son axe.* La' squtangentc sur 
un diamètre est aussi égale au double de l'abscisse correspon- 
dante. j , . . 178 

» • 

Sur V Equation polaire de la Parabole , et sur la Mesure de 




TrouTer une courbe telle que les distances de. chacun de ses 
points à une droite et à un point donné soient égales entr’elles. 
Celte courbe est la parabole. , -, , , f i ■ . ; , 179 

Equation delà parabole çn coordonnées polaires. 180— 18* 

L’aire du segment parabolique compris entre l’arc de courbe 
compté depuis l’origine de l’axe, l’ordonnée et l’abscisse cor- 
respondante ,, est. égale aux deux tiers du rectangle formé par 
l’abscisse et l’ordonnée. 1S2 bis . 

Ce que l’on entend par courbes quarrables, ' , 188 

DE L'HYPERBOLE* 

... . . • • . 

Equation de cette courbe , et détermination des circonstances . 
générales de son cours, De ses axes, penne que prend l’équa- 
tion lorsqu’on les y introduit. . i 84 *r-:i 85 

Analogie remarquable qui existe entre leséquatiops de l’ellipse et, , 
de l'hyperbole. Elle consiste, en ce que scs deux équations se 
.. changent l’une dans l’aptte, en rendant le second axe dç l’el- 
lipse imaginaire. De l’hyperbole équilatére. C’est celle dont les 
deux axes sont égaux. Elle est entre les autres hyperboles ce 
qu’est le cercle parmi les ellipses. ' ‘ 1S6 

Relation qui cxisjc^çptre les angles forcés, par. le grapd axe et les 
cordes menées de scs extrémités h un même point de la courbe. 187 
Equation de l’hyperbole rapportée à ses a*cs J l’origine étant 
. placée au sommet. 1 iss 

Transformation qua .yibit.l’équatiop de. cette courbe lorsque l’on 
compte les jibsrisse? sur don second a;re. , ,(189 

Définition et détermination des foyers. La différence des rayoos 
vecteurs mené, de ces points à un. même point de l’hyperbole 
•si constante et égale au grand axe. Construction des foyers. 190—19 
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Description idc l'hyperbole pat points , ou d’une portion d’hy- 
perbole par un mouvement coo:imt. i 19» 

Equation de la tangente et de la normale à l'hyperbole , lorsque le 
point de tangence est donné. 

Aux extrémités du premier axe la tangente est parallèle aux or- 
données. *• ■ , 0 1 

La pr 0 p r j été trouvée lans l’article 68 , pour l’ellipse ,a lieu pour 
l'hyperbolci Elle offre un moyen nouveau et très-simple île me- 
ner une tangente à celte courbe, > * 

Expression de la soutangente et de la soonormalc. 196 

Formule pour mener une tangente 1 l’iiypcrboje par un point 

"‘extérieur. " 197 

Des asymptotes. Leur construction. ( < 198— 199 

Si une ellipse et une hyperbole sont construites sur les mômes axfes, 
les diamètres conjugués égaux île la première formeront, étant 
prolongés , les asymplol“S..dç la ;seconde. aoo 

Les asymptotes de l'hyperbole é juilau-rc sopt perpendiculaires 
entr’elles. • >r ■ • » . t> . . aof 

Les asymptotes sont la limite de toutes les tangentes. . aoa 

Rapport entre les directions (Je 1 ? tangente, (le la normale et des 
lignes menées des f 'Vers ati point <L* tangence. .. f • ao 3 

Moyen qui en résulte pour mener une tangente par ur\ point donné 
sur rhypccJjQle., ou .par up, point extérieur \ Ilf . ao4 

t > . c ' I» U I 4*'. • , »lll < » 

Des Propriétés de V Hyperbole par rapport à ses diamètre^ 

t% , , ij . ÇQTljugués . ; ! • : r. f •»• » 

H. .1 • . . ; >u« '■ r î 

Transformation de l'équation de l'hyperbole rapportée à ses axes 
et au contre,. Cette courbe ne xcnconirejamaia qq'un de ses deux 
diaiuèlrçstcnn }ugné$.„ ( ^ 4 ao 5 

Equation de l'hyperbole rapportée à ses diamètre, conjugues. Les 
cartel, des ordonnées aux diamètres conjugués sont entr’enx 
comme les produits des distances du pied de ces ordonnée* au 
sommet de la courbe. 506 

La différence des qarpés des diamètres Conjughé.s cat- toujours 
égale à la différence des carrés construits sur les axes. Les dia- 
mètres conjugués de l’hyperbole équilatère sont égaux deux à 
deux. Elle est la seule hyperbole qui ait des diairïéttes conju- 
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gués rgiux. Le parallélogramme construit sur les diamètres 
conjugués est équivalent au rectangle des axes. Ces propriétés se 
déduisent des propriétés analogues île l’ellipse, en rendant le , 
second diamètre de celle-ci imaginaire. 007 

Conditions qui doivent lire satisfaites pour que deux droites me* 
nées des extrémités d’un des diamètres se coupent sur l’byper- 
bole. ao8 

Equation de la tangente à l’hyperbole rapportée à ses diamètres 
conjugués. Les conséquences qu’elle* offre sont analogues à 
celles de l’ellipse. •; 009 

Des Propriétés de l’ Hyperbole rapportée à ses asymptotes. 



Transformation de l'équation de l’hyperbole rapportée à scs axes 
et au centre, de manière à faire disparaître les carrés des va- 
riables. Les nouvelles coordonnées sont alors comptées sur les 
asymptotes. Leur produit est égal à une quantité constante. De 
la paissance de l’by perbole. a 1 o 

Les asymptotes sont les seuls axes de coordonnées qui puissent 
réduire l'équation à cette forme. ai 1 — ata 

Le parallélogramme construit sur les coordonnées d'an point quel- 
conque est toujours équivalent au parallélogramme construit 
sur les coordonnées du sommet. ai 3 — a 1 4 

Equation de la tangente à l’byperbolc rapportée à ses asymptotes. n 5 
Valeur de la soutangente. Construction de la tangente. ai G 

La portion de la tangente comprise entre les asymptotes est divi- 
sée, au point de tangence, en deux parties égales. Celte portion 
de la tangente est égale en longueur au diamètre conjugué qui 
passe par le point de tangence. 317 

Si, d’un point quelconque de l’hyperbole, on mène une droite 
quelconque terminée aux asymptotes , les portions de celte 
droite comprise entre les asymptotes et la courbe sont égales 
entr’elles. Moyen qui en résulte pour décrire une hyperbole dont 
on connaît les asymptotes et un point. 318 



De l’Equation polaire de l’Hyperbole , et de la Mesure de sa 
surface. 

Trouver une courbe telle que la différence des distances de chacnn 
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de ses points à deux points donnés soit constante et égale une 
ligne d'jnpee. Celte courboest Phppcrbolc. ai<) 

Equation de l’hyperbole eu coordonnées polaires. Discussion com- 
plète de celte équalioo. aao 

L’aire d’une portion d’hyperbole comprise entre l’arc , l’abscisse 
correspondante et l’ordonnée , est à celle de l’hyperbole équila- 
1ère qui aurait le même premier axe, comme le second axe est 
au premier. 221 

DISCUSSION DES ÉQUATIONS. 

Méthode générale qu'il faut suivre pour discuter l’équation d’une 
courbe. 222 

Application à l’équation géne'rale du second degré. 22Z 

Les équations dans lesquelles manquent les carrés des variables , 
appartiennent à des courbes qui rentrent dans la troisième classe. a ?4 
Recherche des relations qui doivent exister entre 1 rs coeHicjens 
pour que la courbe soit limitée dans tous les sens , dans un sens 
seulement y ou illimitée. v 22$ 

Les caractères précédées conduisent à partager les courbes du se- 
cond ordre en trois classes distinctes. 226 

Première Classe. Courbes limitées dans tous les sens . 

Construction du diamètre que l’on obtient en résolvant l’équation 
par rapport à l’une des inconnues. 337 

Recherche des points ou la courbe coupe ce diamètre. L’équation 
qui donne les abscisses de ers points est du second de^ré. Elle 
aura ses deux racines réelles inégales , ou égales , ou imaginaires : 
ce qui donne trois subdivisions. 238 

Examen du premier cas. Les ordonnées correspondantes aux 
points d’interscctjou delà courbe et du diamètre sont tangentes 
à la courbe. Elles sont ses limites dans le sens des abscisses. La 
courbe est continue dans l’espace compris entre ces ohlounées. 
Recherche des limites de la courbe dans le sens des ordonnées. 
Equations qui donnent les points d’intersection de la courbe et 
des axes. Tableau des diverses relations qui peuvent exister 
entre les coefficiens , et des propriétés géométriques qui eu ré- 
sultent. Exemples particuliers d’équations qui se rapportent à 
ces différais cas. 
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Si les coefficicns des carres des variables sont égaux t et que le 
coefficient tic leur produit soitfhd , les conditions qui expriment 
qoe la courbe est limitée dans tous les sens sont satisfaites. 

L'équation appartient en généial : d un ce rclc. i3» 

Si les racines de l'équation du second dcgrc qui donne les points 
d’intersection de la courbe et du diamètre sont égales , l'équa- 
tion n’est susceptible que d’une solution réelle. La courbe se 
réduit à un point unique. Ce point est situé sur le diamètre. 
Relations qui existent , dans ce cas , entre les coefficiens. 
Exemples. ... a3i 

Cas où l’équatiou n’est susceptible d’aucune solution réelle. La 
courbe est imaginaire. Conditions qui expriment cette propriété. 

Le premier nombre est alors la somme de deux carrés et d’un 
nombre positif. Exemples. 2 Z 1 

Conclusion de la discussion précédente. Calcul des coordonnées 
du centre , et des valenrs des axes de l’ellipse. a33 

Seconde Classe. Courbes limitées clans un sens, et indéfinies 
dans Vautre . 

Construction du diamètre que l’on obtient en résolvant l’égnation 
par rapport à une des variables. Conditions qui expriment que 
la courbe s’étend indéfiniment dans le sens des abscisses positives 
oit des abscisses négatives. La courbe coupe le diamètre en un 
point unique. L’ordonnée correspondanteà ce point est tangente I 

à la courbe. Elle en fixe la limite. * a34 

Le diamètre que l’on obtient en résolvant l’équation par rapport à 
l’autre variable est parallèle au précédent. Cette propriété 
est analogue à celle de la parabole, dont les diamètres sont 



parallèles entrVux. a35 

Marche qu’il faut suivre, dans celte circonstance, pour fixer la 
position de la courbe par rapport aux axes. a36 

On reconnaît qu'une courbe du second degré est de la seconde 
classe, lorsque les trois premiers termes de sou équation forment 
un carré parfait. *37 

Exemples. 

Cas particuliers renfermés dans la classe précédente. Condi lions 
qui doivent être satisfaites pour que l’équation représente deux 
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droites parallèles, une droite unique, ou pour qu'elle ne soit 
susceptible d'auçune solution nielle. Exemples. u3q 

Conclusion de la discussion précédente. Calcul des lignes qui 
déterminent la position de l’axe, celles du foyer et delà directrice, ifo 

Troisième Classe. Courbes indéfinies dans tous les sens. 

Construction du diamètre que l'on obtient en résolvant l'aquation 
par rapport à l'une des variables. Condition qui expriuic la 
réalité des racines de l'équation qui donne les abscisses des points 
d’intersection de la courbe avec le diamètre. Les ordonnées' 
correspondantes à ces points sont tangentes à la courbe. Elles 
en fixent les limites. La courbe est imaginaire dans l’intervalle 
.compris entre ces ordonnées, et de part et d'autre elle s'étend 
indéfiniment. Marche qu'il faut suivre pour trouver sa po^iliou 
par rapport aux axes. Exemples. ^4* 

Examen du cas où l’un des carrés manque dans l'équation. Alors 
la courbe a une asymptote parallèle à l’un des axes. On trouve 
aussi une autre asymptote dans lu même circonstance. Si les 
carrés des variables manquent à-la-fois , les axes des coordon- 
nées sont parallèles aux asymptotes. if\“i — 

Si les deux racines de l'équation qui donne les points d'intersec- 
tion de la courbe et du diamètre sont égales , l'équation est dé- 
composablc en deux facteurs du premier degré. Elle représente 
deux lignes droites qui se coupent. a44 

Toute équatiou décomposablc en facteurs rationnels par rapport 
aux variables, représente autant de courbes distinctes qu’il y 
‘a de ces facteurs. a4 : > 

Exemples du cas précédent. . - 3.f6 

Lorsque le radical que l'on obtient en résolvant l'équation par 
rapporta une des variables , renferme un polynôme dont les 
racines sont imaginaires, la courbe ne coupe pas le diamètre. 
Relations qui doivent exister entre le* cocfficiens, pour que 
la propriété précédente ait lieu. Forme générale de la courbe. 
Exemples. b / . * . *; : a/j 7 

Si les coefücieu'» des carrés «les variables sont égaux et de signes 
contraires, le coefficient «le leur produit étaut nul, la courbe 
est une hyperbole équilalère rapportée « des coerdoitupçs parait 
le! es ù ses axes. a^S 
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Calcul <ïes coordonnée? du cenire , de la direction et de la lon- 
gueur de de ix diamètres conjugues de l'hyperbole. Conclusion 
de la discussion précédente. 

Identité de toutes les Courbes du second ordre avec les 
Sections coniques • 

Usage de la transformation des coordonnées pour ramener l’équa- 
tion générale des courbes du second ordre à la forme qui com- 
prend toutes les sections coniqiie^Utlc réduction est toujours 
possible lorsque l’équation proposée est susceptible d'une solu- 
tion réelle. a5t«— a5£ 

lînrclie qu'il faudra suivre, dans les différons cas , pour simpli- 
fier , par la transformation des coordonnées, une équation du 
second degré , en en faisant disparaître certains termes. Re- 
cherche «les coordonnées du centre , dans les courbes du second 
ordre. Discussion des formules qui les représentent. Calcul à 
faire pour rapporter la couibc ses axes, si elle a un centre; 
ou pôur transporter l'origine an sommet , si elle nVu a point. 255 

DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 



On classe les surfaces , comme les courbes , d'après le degré de 
leur équtftion. Méthode que l'on emploie pour les discuter. Ap- 
plication à la surface de la sphère. a»6 

Conditions nécessaires pour qu'une équation du second degré, 
entre ifois variables , représente une surface. 

Comli lions nécessaires pour qu'elle représente le système de deux 
plans, ou une seule ligne droite. a 58 

Conditions nécessaires pour qu'elle représente une surface fermée, 
c'est-à-dire, contenue dans un espace limite. 259 



Usage de la transformation dc<i coordonnées pour sitnpliCer l'équa- 
tion générale des surfaces dii second degré. Définition de leur 
centre. Il rstert général unique pmir chacune d'elles. Quelquc- 
" foisi! est situé à l’infini. Quelquefois aussi il existe une infinité 
de centres,*' ' * 260—261 

Discussion des surfaces qui ont uti Centré. On petit toujours, par 
la transformation des coordonnées , ramener leur équation à ne 
' Contenir cftie les carrés des variables. Le système rectangulaire 
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qui jouit Je cette propriété est en général unique pour chaque 
surface. Celles pour lesquelles il en existe plusieurs en ont une 
infinité. 062 

Discussion des surfaces du second ordre rapportées à leurs 

axes . 

équation très* simple qui comprend toutes les surfaces du second 
ordre. Manière d'y reconnaître les surfaces douées d'un centre, 
et celles qui en sont dépourvues. *63 

Discussion des surfaces qui ont un centre. Elles sc réduisent à deux 
classes distinctes. l(>4 

La première est l'ellipsoïde. Elle comprend les surfaces qui sont ren- 
fermées dans un espace fini. Construction de l'ellipsoïde. Valeurs 
des axes. Forme que prend l’équation de l'ellipsoïde lorsqu'on y 
introduit les axes. Conditions nécessaires pour que l'ellipsoïde 
soit engendré par la révolution d'une ellipse autour d’un des 
axes. Si le* trois axes sont égaux , l'ellipsoïde devient une sphère. 
L'équation de l'ellipsoïde comprend aussi celle dn cylindre droit 
à hase elliptique ou circulaire, etcelle de deux plans parallèles 
. iï l'un des pians coordonnés. 

La seconde classe de surfaces comprend les hyperboloïdes. Ces sur- 
faces sont indéfinies. Forme de l'équation générale des h vperbo- 
loïdcs quand Ota y introduit les ares. Conditions pour que l’hy- 
peiboloïdte soit de révolution autour d’wvdes aies. L'cquatiort 
de l'byperboloïde comprend celle dn cylindre h base hyperbo- 
lique. Il y a deux sortes d'hyperboloïdes. Les uns n'ont qu’une 
seule nappe; les autres sont composés de deux nappes distincte* 
et séparées. Le passage des nns aux autres donne le cône droit k 
base elliptique ou hyperbolique , dont le cône droit i\ base cir- 
culaire n'est qu'une variété. Ce çôn« est l'asymptote des hyper- 
r boloïdes. uG 6 — 368 

Discussion des surfaces du second ordre dépourvues de centres. 

Elles sc réduisent deux espères distinctes. La première est le 
parabaloïde h nnc ou h deux nappes. Ce dernier a pour asymp- 
totes deux plans. La seconde est le cylindre parabolique, afig — 270 
Les intersections des surfaces du second ordre par des plans quel- 
conques sent des courbes du second ordre, dont on peut rccon- 
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naître la nature en les rapportant k des coordonnées prises dansle 
plan coupant. Formules qui servent à rapporter les points d’un 
, plan k des axes rectangulaires qui y sont situés. ' r '°. surface du 

second degré peut être e ogein'rée par le inouvr r ni d'un cercle 
toujours parallèle à lui-même , et variable de rayon, 271- — 27$ 

Des Plans tangent aux Surfaces du second ordre • 

Définition des plans langens Recherche d* leur équation pour les 
surfaces du second ordre. I. a méthode gui y conduit est appli - 
cable aux surfaces quelconques. 27 4 

Equations de la normale aux surfaces du second ordre. Si la sur- 
face est de révolution autour d’un des axes , la normale rencontre 
cet axe, quelle que soit la positiou du poinL Je contact. 275 

L'hypcrboloïdc à une seule nappe jouit d-* cette propriété remar- 
quable , que chaque plau tangent le touche suivant deux lignes 
droites. L’hyperboloïde à deux nappes ne jouit pas de cette 
propriété. 276 

Détermination du plan tangent lorsque le point de tar are est 
inconnu , et que l'on donne un point extérieur à la surface. 277 

Des Surfaces du second ordre rapportées à leurs plans dia- 
mètres. 

Définition des plans diamètres. Chaque surface en a une infinité. 278 
Conclusion. Précis des formules irigonomctriques les plus usuelles. 279 
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